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Estimados alumnos, bienvenidos a la Universidad Catdlica de Cordoba.

Para comenzar esta nueva etapa de estudiantes universitarios, compartiremos
estas clases donde vamos a recordar algunos conceptos de la matemdtica
elemental para contar con herramientas que les permitan afrontar desafios
que se les presenten en el futuro.

Pretendemos acompafiarlos en la recuperacion de estos conocimientos previos
y que descubran el para qué y porqué de los mismos, y su aplicabilidad en las
diferentes dreas del conocimiento de la carrera universitaria que los formarad
como futuros profesionales de “Ciencia, Conciencia y Compromiso”.

Hemos elaborado estas clases comenzando desde un nivel elemental, el cual
se ird complejizando a medida que avancemos. También hemos pensado en
ayudarlos con algunos interrogantes para recordar conceptos y modos de
trabajar, por lo que es fundamental que leamos con detenimiento y esmero
cada una de las consignas y/o ejercicios.

Estamos seguros que abordando este material con responsabilidad y esfuerzo,
se pueden resolver por cuenta propia las actividades de cada clase y asi
autoevaluarse con las respuestas correspondientes y reconocer las propias
capacidades.

Lo importante es el trabajo individual para analizar y resolver los temas
propuestos. Esto permitird recuperar razonamiento Iégico, hdbitos de estudio,
habilidad en el manejo de resolucion de problemas y lenguaje apropiado.
Puede suceder que la primera vez que se trate de resolver un ejercicio o
problema, no se logre llegar al resultado correcto, no hay que desanimarse,
sino comenzar de nuevo, y confiar en si mismo.

El camino lo haremos juntos, jestamos para acompaiarlos! Les compartimos
un lindo pensamiento para que reflexionemos:

“Si das pescado a un hombre hambriento, lo alimentas por un dia. Si le
ensefas a pescar lo alimentards para toda la vida”.

Lao Tsé (s. IV a.c.)

Todo el equipo de docentes que los acompaiiard en estos dias estd inspirado
en ese pensamiento.

Finalmente, queremos agradecer a todas aquellas personas que confiaron en
nosotros para este desafio. En primer lugar a las autoridades de la Universidad
y en particular a las autoridades de las Facultades correspondientes.
Como conformamos un equipo de profesionales que nos guiaron y corrigieron
este trabajo, para ellos también un merecido reconocimiento, como asi para
los docentes involucrados en esta labor por su apoyo incondicional.

iiiSuerte chicos, y adelante que confiamos en sus capacidades!!!
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Objetivos especificos:
Recuperar los conceptos fundamentales del dlgebra elemental.
Internalizar las reglas de los signos.
Afianzar la destreza en resolucion de ejercicios y problemas sencillos.
Utilizar la terminologia adecuada.
Interpretar consignas.
Lograr la estima entre compafieros y docente.

Contenidos de la Clase:
Conjuntos numéricos — Los nimeros reales.
Operaciones aritméticas basicas.
Suma, resta, producto y cociente.
Potencia y radicacion.
Simbolos de comparacion.
Maximo comun divisor y minimo comun multiplo.
Ejercicios y problemas.

Esquema conceptual de la vinculacion de los contenidos de la

Clase 1:
LOS NUMEROS — El término ndimero real se utiliza
REALES i DT e e para indicar un ndmero gue es
racional o irracional. A su vez el
sistema de los ndmeros reales
consta de todas las posibles
Se clasifican expresiones decimales.
Em:
Yse
Utilizan
En
Enteros
Racionales
Fraccionarios
S Iracionales
v
Suma
Se clasificanen Resta
OPERACIONES >
p n Producto
BASICAS Cociente
Potencia
Radicacian
seaplican

Pararesolver

Ejercicios y problemas | Estos ditimos mediante modelos mateméticos sendilos.

Programa de Ingreso - UCC 9
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Conjuntos numeéricos

Iniciemos la clase 1 recordando qué es un conjunto: “es una coleccion de
objetos, cada uno de los cuales recibe el nombre de elemento del conjunto”.
Si esos elementos son numeros, entonces se los denomina “conjuntos
numéricos”.

Los numeros reales 0, 1, 2, 3, etc. se denominan numeros naturales N. Son los
gue habitualmente usamos para contar.

Para su representacion grafica se utiliza una recta donde se considera un
punto cualquiera como el origen 0 (cero) y se utiliza un segmento arbitrario
como unidad.

Cabe aclarar que algunos autores no consideran el cero (0) dentro del
conjunto de los nUmeros naturales y otros si, lo incluyen. Nosotros adoptamos
la segunda posicidn, es decir, incluir el cero (0) dentro del conjunto de los
numeros naturales:

“Sisumamos o multiplicamos dos numeros naturales cualesquiera, el resultado
siempre es otro numero natural. Por ej:

8+5=13
9.3=27

En cambio, si restamos o dividimos dos numeros naturales, el resultado no
siempre es un numero natural. Por ej: 8 3 5

9+3=3

son numeros naturales, pero:

5-8=...
2+7=...

no dan como resultado un numero natural”. (Arya -Larder, 2009)

Para salvar esta dificultad se extiende el sistema de los nimeros naturales al
sistema de los numeros enteros Z, en donde se les agrega a los naturales los
enteros negativos, es decir, los naturales precedidos por el signo menos.

Si utilizamos la misma recta anterior, y teniendo en cuenta que cada numero
negativo equidista del origen, respecto de su correspondiente nimero natural,
podemos representarlos de la siguiente manera:

Programa de Ingreso - UCC 10
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Si bien con esto se resuelve que la suma, multiplicacién o resta de dos enteros
cualesquiera es otro entero, ¢qué ocurre con la division?. Por ejemplo:

9+7=..

Esta limitacidon la podemos salvar incorporando nuevos numeros como los
numeros racionales Q.

Sedefinenalos nimerosracionales como fracciones peridédicas o no periddicas;
o también como el cociente de dos nimeros enteros, a/b, en donde: “a” y “b”
siendo enteros, representan el numerador y el denominador de esa fraccion.
Por ejemplo:

b

W | 00

-2 1
,———elc.
9 3

AW

Pero cuidado, i“b” debe ser siempre distinto de cero!

Cuando en las divisiones de numeros enteros, el dividendo no es multiplo del
divisor, surge este nuevo conjunto.

Un numero fraccionario también puede escribirse como una expresion
decimal. Esta puede ser finita o infinita.

Esto es:

1 =0,25 Expresion decimal finita.

1 = 0,333... Expresion decimal infinita.

Estos numeros fraccionarios pueden representarse sobre la recta,
construyendo las fracciones sobre la misma, como se muestra a continuacion.

0 Va 1 f2 2 3

| A | A | |
[ [ [ [

Recordemos que el numerador de la fraccidn indica la cantidad de unidades
qgue debe tomar sobre la recta y el denominador la cantidad de particiones
gue se debe realizar sobre ese segmento:

“Estos numeros son muy usados a la hora de medir longitudes, pesos,
voltajes, etc. ¢Sirven los numeros racionales para medir todas las magnitudes?
La respuesta es, no. Este sorprendente hecho fue descubierto por los antiguos

Programa de Ingreso - UCC 11
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griegos varios siglos antes de Cristo. Demostraron que a pesar de que mide la
hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos lados tienen longitudes unitarias,
no pueden escribirse como el cociente de dos numeros enteros. Por lo tanto
no es un numero racional, si no irracional”. (Purcell- Varberg, 1993)

Entonces los numeros irracionales son aquellos que no se pueden expresar
como el cociente de dos numeros enteros, como por ejemplo:

N2=14142.; f3=17320.. m=3.14159 ; e=21. 7173

y una gran cantidad de nimeros mas.

Los numeros irracionales son aquellos que no se pueden escribir como
fracciones periddicas o no periédicas, con lo cual tienen infinitas cifras
decimales y sin embargo no forman periodo.

Estos numeros también pueden ser graficados en la recta, intercaldandose
entre los niumeros racionales, formando un conjunto bastante denso.

El conjunto de numeros racionales junto con el conjunto de numeros
irracionales forman el conjunto de los nimeros reales R, que representados
graficamente se corresponden con todos los puntos de la recta.

Puede recordar una correspondencia biunivoca que dice: a cada numero real
le corresponde un punto sobre la recta y viceversa, a cada punto en la recta le
corresponde un numero real.

Una caracteristica del conjunto de numero reales es que éstos
conforman un conjunto denso, es decir que entre un nimero real y otro,
existen infinitos numeros.

Todos estos nimeros conforman el conjunto de los niimeros reales.

A modo de sintesis podemos decir:

Maturales: N
Enteros: Z
Enteros negativos Racionales: Q
Fraccionarios Numeros reales: R
Irracionales

También existen los nimeros complejos que completan todo el sistema
de numeros que utilizaremos a lo largo de este curso. Recordemos que los
numeros complejos estan formados por una parte real y otra imaginaria. Por
ejemplo:

~2+43.4 1-8.4 0+: donde:i=-+/~1 obien, i*=-1.

Para poder graficarlos se necesita de los ejes de coordenadas cartesianas.
Sobre el eje “x” (abscisa) se determina el componente real y sobre el eje
“y” (ordenada) el coeficiente imaginario. La interseccion de ambos valores
muestra el punto correspondiente al nimero complejo. Observa el gréfico:

Programa de Ingreso - UCC 12
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En algunas ecuaciones de segundo grado suelen presentarse estos nimeros
complejos como raices de la ecuacion cuando el discriminante de la férmula
correspondiente es negativo. jEste tema que abordaremos mds adelante!

Para pensar y reflexionar

Ahora la pregunta es: ¢todos estos conjuntos numéricos son importantes
en Matemadtica? Si la respuesta es si, es que nos estamos amigando con
esta ciencia formal y de hecho, iharemos uso de ellos en todo momento, si
hacemos camino en alguna carrera de Ingenieria o de Ciencias Econdmicas!
¢Vamos por mas?

OPERACIONES ARITMETICAS BASICAS

Se entiende por operaciones basicas: la suma, la sustraccidn, el producto vy el
cociente, aunque no son las Unicas. Lo que debe tener presente en cada caso
son las reglas de los signos correspondientes, que se detallan y especifican a
continuacion:

Un signo (+) que precede a un paréntesis, corchete o llave, no cambia los
signos interiores. Por ej:

3+(4+7)=-3+4+7=8

Un signo (-) que antecede a un paréntesis, corchete o llave, cambia los
signos interiores. Por ej:

~3—(-4+8)=-3+4-8=-7

El siguiente ejercicio plantea las operaciones bdsicas (suma y resta) con el
conjunto de los nimeros enteros:

—6-{2+[-9+4—-(-7+1)-2] }+5=
Observemos como fue resuelto:

G 2 [ T 1) =2 T D=
-6-{2+[-9+4+7-1-2]}+5 =
-6-{2-9+4+7-1-2}+0 =
-6-2+9-4-7+1+2+0=-2

Programa de Ingreso - UCC 13
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IMPORTANTE: para llegar al resultado final, primero debemos
eliminar los paréntesis, luego los corchetes y por ultimo la llave;
en ese orden, para no cometer errores.

También podemos calcular el resultado parcial de los elementos encerrados
en el paréntesis, respetando el signho que lo antecede, y asi sucesivamente con
el corchete y llave.

Observemos el ejemplo:

B-12+[-9+4-(-6)-2]r+5 =
6-12+[-0+4+6-2]¢+5 =
6-{2+[-1]11+5 =

6-12-11+5 =
ot pabi=
55 2.9

Para resolver los siguientes ejercicios elegiremos la manera con la que nos
sintamos mds seguros. Usaremos las respuestas para la autoevaluacion.

Actividad
a) 3-12+4-[5+1-(2+3-8)]1-3+8¢ = Rta: 0
By =l Sepdags sGygr- Fyap] bad = Rta: 12
€] =§ F=8+][15=12-[14+1-0)+5]1 = Rta. -1
df - 1G-J6+[C3+1-8-3-10-Tixl= Rta: 0
e) -8+(-7+5)+3-[2-4-9D+3]1-(-7+9= Rta -1

En el caso del producto, se cumple:

Q)= &)=
B =E e =g

Por ejemplo:

Programa de Ingreso - UCC 14
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Para el cociente, se cumple:
=]
|[_

(+

+
a) 7 =(4) &)

—_
—

-4

—
e

o
p
——_— e

G}m: =) ff}g =)
Por ejemplo:

Otros ejemplos de operaciones sencillas

2{_1)_&_2 23_2
3 7 21 21 9 5 15

i_(_l)_””_ﬁ 114 2
308 24 24 737 3

Para los dos ultimos ejemplos de productos de fracciones, es aconsejable
simplificar numeradores con denominadores (si se puede) y luego operar
aritméticamente.

Observemos en los dos siguientes ejemplos como un cociente de fracciones,
o una fraccion de fraccion, se puede resolver transformando el cociente en un
producto, multiplicando por la reciproca del denominador.

4
4.8_3_43_1
33 8 38 2

3
LIRS S S
3 3 4 12
Importante

Es fundamental recordar el orden de las operaciones. Los
paréntesis indican prioridades, las multiplicaciones o divisiones
también. El pasaje de términos de un lado a otro del signo igual
es también importante y es la causa mas frecuente de errores. En
operaciones de suma y resta, si un término cambia de miembro,
cambia el signo de la operacion. En operaciones de multiplicacion
o division, si un término cambia de miembro, cambia la operacion.

Programa de Ingreso - UCC 15
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Analicemos a continuacion varios ejemplos validos y no validos:
2-(4+6)=2-(10)=20
(3:(-2))+4=-6+4=-2

En estos ejercicios conviene separar en términos a la hora operar

matematicamente:

z;g_zzi_zzo
2

2
(2-3)—%:6—4:2

Si se trata de transponer términos: 7+ (— 2) =5 obien 7=5+2

o bien: 8_223 es lo mismo que: §_2—

3.4
4 2 2

1 7 7
2+§=§ pero no vale hacer: 2+1¢§-3

Observemos detenidamente el siguiente ejemplo y nuevamente notaremos la
importancia del uso de paréntesis y/o corchetes.

Recordemos que no se debe escribir dos signos seguidos. Estos deben estar
separados por alguna de estas herramientas: paréntesis, corchetes, etc.

72:[18 +(—2).3] - [4.(-5) - 9:3] =
72:[18 — 6] —[-20—3] =
[72:12]-[-23] =

6+23 =29

Los siguientes ejercicios combinan todas las operaciones elementales con los
conjuntos de nimeros presentados hasta ahora.

No olvidemos respetar todos los conceptos anteriores para lograr el resultado

correcto. Como en los ejercicios anteriores, usaremos las respuestas para
autoevaluarnos.

Programa de Ingreso - UCC 16
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g Actividad

3 (1 2] , 3
) 4 2 3 12
b) [E_ ]_[E_ljz Rta: $ i
3 a2 30
[1 3]+4 .
1| g Ry Rtas. =
) 274/ 3 =
22 3 2 19
d) -4 [_+_]= Rta. —
i[_l] S 3
3 2
T 2 K
23 |15
e) T - T = Rta: 0
2 3
® Para pensar y reflexionar
Hemos avanzado hasta esta instancia; nos podemos formular otra pregunta:

éexisten otras operaciones bdsicas del algebra elemental que se pueden
realizar con los conjuntos numeéricos? Si la respuesta es afirmativa, ipodemos
seguir avanzando!

POTENCIACION Y RADICACION

Las operaciones de bastante relevancia usando numeros reales tienen que

ver con raices y potencias. En general algunas de las propiedades mas usadas
son:

0° = ind. matematica

b~ Wb

@ Importante
Tanto la radicacion y como la potenciacion no son distributivas
respecto de la suma o resta.

Programa de Ingreso - UCC 17
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Ya+b ¢%+% \”/a—b;t’{/;—%

(a+b) #a" +b" (a—b) #a" —b"

Otra propiedad muy importante que vincula la potenciacién con la radicacion

es:
m
n m

a” =41\da

Entonces, toda potencia fraccionaria se trasforma en raiz y viceversa.

También en estas operaciones es conveniente recordar ciertas reglas de los

signos que se aplican para cada caso:

_) imp.

()" =) ) = (+
(—i—)m = (+) P“\’/7 num.imaginario
(=)™ =( {0 = (+
( )impar _ (+) imp \/7

Veamos los siguientes ejemplos:

3*=3.3=9 6*=(2-3)"=2*-3"
3%=3.3-3-3-3=243 4° (- N
F:43(2):432:45

(33)2:33.2:36 92.9—3_9—1_1
79

16' =4/16" = ({16 ) =2° =3
(-2 =(-2)-(-2)=4
Y-8 =-2

J5-5=5

=16 =—2i

16 =2

Programa de Ingreso - UCC 18
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Importante
“Aunque 2y-2sonraices cuadradas de 4, la raiz cuadrada principal
de 4 es 2, no -2”. (Haeussler-Paul, 1997). Por lo tanto:

Ja =2
g Actividad

En base a los ejemplos brindados en el parrafo anterior, resolveremos los
siguientes ejercicios. Las respuestas las utilizaremos para autoevaluarnos.

a) x!'.x7 = Rta: x*
3
R Rtz L
4 8
s
c) 2 P Rta: %
o7 81
2
d) (64 .a*F = Rta: 16. 4%

SIMBOLOS DE COMPARACION

Con estos simbolos se forman desigualdades y tienen mucho uso para realizar
comparaciones. Basicamente estos simbolos son cuatro: > mayor; < menor; >
mayor e igual; < menor e igual.

Por ejemplo:

251 Selee 2 mayor gue 1.

s 10 5 10

— < — Selee = menorgue —
I 2 a5

3=3 Se lee 3 mayor e igual que 3.

7=10  Selee 7 menoreigual que 10.

Mas adelante trabajaremos con desigualdades al solo efecto de comparar un
miembro con otro de la desigualdad.

En un curso de Matematica del grado, es decir, en primer afio de nuestra
carrera nos propondran transponer elementos de un miembro a otro de una
desigualdad y para ello nos ofrecerdn las reglas pertinentes.

Programa de Ingreso - UCC 19
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MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN

MULTIPLO

En los conceptos de M.C.D. y m.c.m., se utiliza la descomposicién de nimeros

en sus factores primos.

Las definiciones en cada caso son:
M.C.D.: es el producto de los factores primos comunes elevados al minimo

exponente.

m.c.m.: es el producto de los factores primos comunes y no comunes elevados

al maximo exponente.

A modo de ejemplo, se pide calcular el M.C.D. y el m.c.m. entre los nimeros:

48, 280y 720.
48| 2
24 | 2
12| 2

2

3
1
Mon=2=38

280
140
[
35
7

1

moom=2% . 3% .57 = 5040

R R

720 |2
360 |2
180 |2
90 |2
45 |3
15| 8
5132
1

Programa de Ingreso - UCC 20
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)3
T2+ =42 -2
3 3/ 4 9
R:—E
6
8> —1- ——+§+ —2+——(l—
4 3
R:—H
12
1 3
B I
3T
9> 4 —l=
3
1 3
2. 4
2 3 1
4 2
12
25
31) (s
10 > \/:-— +(——j:
5 6 4
b
75
3
1+l 21 1 1—2
=4 iQ)'3 15 151
— = 24+—- 5+— 94—
4 5 3 9 5
é
15
15 1
1254 23 -21.100+43 =
20
R:7
-2
1- 11
2_—
13> 2 =
1
1+L2
1-=
3
R:ﬁ
4
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4.0 1
454 5 _
4.24_ i
10 25
R:1
1 3 | E+5
15 —>—- 2 . > =
2 13 5 572
o R
9
R:—H
25
s 1
16— |-==9 -
32_14_* é +%
8 \2 3
R:-3
1 3 7
274 2
1 Z 4z
I
4 2 4
R:-3
2\3 4
(]
5 5
R:i
25
2
19_)3(1_{_1) é—
2 6
R:é
6
20 - (3—1)(1—3) (-1) =
3 3
R:—
-7 -5
(3 (9
3 3
R:i
25
ny 12,3 31 .50 3 _
5 5 76 7 14
R-3
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Un obrero puede hacer un trabajo en 10 dias, otro en 9 y un tercero en 5.
¢Qué parte del trabajo pueden hacer los tres juntos en un dia?
R: 37/90

Una persona gasto 1/5y luego 2/3 de una suma de dinero. ¢ Qué parte del
total gastd y que parte le queda?
R:13/15; 2/15

Se vendio las 3/4 partes de un lote de mercaderia, y luego la cuarta parte
del resto. ¢ Cuanto queda aun?
R: 3/16

Un obrero que debe abrir una zanja de 65 metros de largo, hizo primero
los 2/13 de la misma y luego el duplo de lo ya hecho. ¢ Qué longitud debe abrir
aun?

R: 35 metros

¢Cuantos dias hay en los 3/5 de una afio de 365 dias?
R: 219 dias

Obtener el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo entre los
numeros:
a) 81 540 162 243
b) 84 189 210 105
R:a) 27 4860
b) 21 3780

Se desean repartir 180 libros, 240 cuadernos y 360 lapices entre cierto
numero de alumnos, de tal manera que cada uno reciba una cantidad exacta
de libros, cuadernos y lapices. éCudl es el mayor nimero de alumnos que
cumplen con lo pedido?

R: 60

Dos engranajes giran uno sobre el otro; el primero tiene 48 dientes y da
una vuelta cada 4 segundos; el segundo tiene 104 dientes. {Cada cuantos
segundos pasan por la misma posicion?

R: 52 seg.

Programa de Ingreso - UCC 24



UuccC

UNIVERSIDAD

Cartorica pE CORDOBA

Se quiere fabricar cajones para guardar 1830 latas de aceite y 1170 latas
de alcohol de tal manera que cada cajén tenga el mismo numero de latas, sin
gue sobre ninguna y sin mezclar las latas. ¢Cudl es el mayor numero posible
de latas que pueden ponerse en cada cajon? ¢Qué cantidad de cajones se
necesitan?

R: 30; 100

Verificar las siguientes desigualdades:

4——é 2+——z
3353 24< ‘7‘

3+——— 4—-—+—

7
R:si
2

it 2

44 <

Estimados estudianfes, junfos hemos avanzado hasta
esta instancia. Es muy imporfante que pracfiquemos
y resolvamos los ejercicios y problemas que quedaron
pendienfes en esfe encuentro de hoy con la intencion de
afianzar todos los conceptos frabajados en esta clase.

Les sugerimos que anofen fodo o que no entiendan o no
puedan resolver solos, ya que en el proximo encuentro
tendremos un tiempo al comienzo de la clase para evacuar
fodo fipo de dudas y preguntas que quieran formular.

iMucha suerte y buena semanal
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Objetivos especificos
Recuperar los conceptos expresiones algebraicas y polinomios.
Afianzar la destreza en resolucion de operaciones polindmicas.
Aprender a utilizar reglas matematicas sencillas.
Utilizar la terminologia adecuada.
Interpretar consignas.
Lograr estima entre compafieros y docente.

Contenidos
Expresiones algebraicas: conceptos generales.
Monomios, binomios, trinomios, polinomios.
Suma algebraica.
Producto entre expresiones algebraicas.
Cociente entre expresiones algebraicas.
Casos particulares. Regla de Ruffini y Teorema del Resto.
Concepto de divisibilidad.

Esquema conceptual: vinculacion de contenidos de la Clase 2.

EXPRESIONES B Son expresiones en las cuales
ALGEBRAICAS s | se encuentran cifras numéricas
y letras, o hien sodlo letras.

ligados en un ndmero finito de
veces por las operaciones,
Se clasifican suma, multiplicacion, divisién,

En
potenciacion y radicacion.

Enteras Ejemplo:  gyp? —%yz+2a
Racionales
Fraccionarias Ejemplo: 2x43
F+2
e Irracionales  Ejemplo: 3y

Suma algebraica: Solo entre términos semejantes.

Propiedad distributiva del producto

b, 4 respecto de la suma-resta.

Producto: Tener en cuenta 1 Producto de potencias de igual base se
Los exponentes. Ej: a*a* = a*
Operaciones
Elementales Dividendo: ordenado y completo

Division: Tener en cuenta Divisor: solo ordenado

Cociente de potencias de igual base los

% 5
se restan los exponentes. Ej.: [ﬂ =a?]

R

[}

Regla de Ruffini y teorema del resto.
Sélo cuando el divisor responde a: [xic;r)
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Son expresiones en las cuales se encuentran cifras numéricas y letras, o bien
solo letras, ligadas en un namero finito de veces por las operaciones suma;
multiplicacidn; divisién; potenciacion y radicacién.

Ejemplos:

a) Sx* monomios

b) (3y3 -2z ) binomios

Estas expresiones algebraicas pueden clasificarse segun el siguiente diagrama:

Enteras

Racionales

Fraccionarias
Expresiones
Algebraicas

Irracionales

Los bloques de construccién de una expresion algebraica se llaman términos.

En el ejemplo: 2x* =3x+7 ,se reconocen tres términos: 2x2; —3x y7.Asu
vez, cada término en general cuenta con una parte numérica y/o literal. En el
término 2x°, el factor 2 se denomina coeficiente numérico y el factor x?
se llama parte literal del mismo. (Arya-Larder, 2009)

Observemos los siguientes ejemplos y tratemos de ubicarlos en Ila
clasificacién anterior:

2x+3
3y — Ly 120 pyax —243% o 2 430y
5 X oy y+2
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Recordemos que su nombre (expresiones algebraicas) se debe a que ademas
de elementos numéricos en ellas existe una parte literal. Y es justamente
debido a la ubicacion de estos elementos que se las puede clasificar.

Para pensar y relfexionar

¢Cuadles son las caracteristicas que presentan los elementos y que permiten
ubicarlos en el diagrama mencionado?

Las expresiones algebraicas enteras reciben nombres tales como monomio,
binomio, trinomio, y en general polinomio.

Intentemos recordar a qué caracteristica responden dichos nombres.
Observemos los ejemplos e identifiqguémoslos:

a) 3x> b) 3x°+x ) 3+4x—x’

A estas expresiones algebraicas enteras las llamaremos de ahora en adelante
polinomios.

Con estos polinomios también se pueden realizar operaciones como suma,
producto, divisién. Para abordar estas operaciones, es necesario recordar
algunos conceptos como:

Grado de un monomio: esta dado por el niumero de factores literales que

posee. Recordemos que en los factores literales debe considerar la potencia

de cada uno de ellos.

¢Como indicariamos el grado de los siguientes monomios? ¢ Lo intentamos?
a) 5xdy b)6yz c)-2x3yz2

Grado de un polinomio: estd dado por el grado, del término de mayor grado
gue esta presente en él.
Por ejemplo el grado del polinomio: -1/3x4y+3x2y6—-5ax es:8

Valor numérico: es aquel valor que se obtiene cuando se reemplaza la
parte literal por un valor numérico prefijado, para cada una de las letras que
la componen. De esta manera queda una expresién numérica, que debe
resolverse mediante las operaciones aritméticas indicadas en la misma. Para
realizar estos calculos debera recurrir a varios de los conceptos vistos en la
clasel.
Ejemplo:

2a2+5ab-3b2c con:(a=1;b=2;c=-1)

2(1)2+5.1.2-3(1)2(-1)

2+10+3=15
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SUMA ALGEBRAICA

Observemos detenidamente el ejemplo que se presenta a continuacion en
donde se efectud la suma entre dos polinomios.

(—5x2y+%y —2z+43a) * 2y —3x2y+52—§b) =

¢Como fue realizada esta operacién? ¢ Qué se tuvo en cuenta para efectuarla?
¢Qué caracteriza a los términos de un polinomio que fueron sumados con
cada término del otro?

Recordemos que para poder sumar polinomios sdlo se pueden sumar los
términos semejantes. Tratemos de explicar con terminologia pertinente qué
significa “términos semejantes”. Para que dos términos sean semejantes entre
si ¢qué deben tener en comun?

1
—5x2y+—1}=—22+3a
Intentemos enunciar con 2

lenguaje apropiado: +

—3x2y+2xy+52—%b

3 1
—8x2y+5xy+32+3c1—§b

Veamos los siguientes ejercicios y controlemos con los resultados propuestos.

Actividad

a) 5y’z+4xy-3xz con %xy—%xz—%yzz

39 , 9 18
Rta:—yz+—xy——xz
gV TV

b) 4x2+3x—% con —x —=x"+=x+=

Rta :zx3 +1—5x2 +3—5x+£
4 4 9 35
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®@

PRODUCTO ENTRE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Para pensar y reflexionar
Observemos los ejemplos desarrollados y saguemos conclusiones. Tratemos
de explicar, con lenguaje pertinente, cdmo se debe realizar esta operacion.

1 3
a 3x3 - 2.-3 ——"x 5. -2
) ( y)( 5% Y j 22V

b) (— 5z 7 +3a)(—%a j = %a 2772 —%azx

c) [—2;1 —%az).(2x3+3y):—4a 'y —6a 2—%azf—azy

Recordemos que en el producto de potencias de igual base, los exponentes se
suman entre si. Es decir: a3.a2=a5

Es importante destacar que este tipo de operacion cumple con la propiedad
distributiva. Es decir, que cada término de un polinomio debe multiplicar a
cada uno de los términos del otro polinomio.

Si estas consignas no fueron descubiertas cuando observamos los ejercicios
resueltos, volvamos sobre ellos e intentemos nuevamente.

A continuacién, tenemos otros desafios para aplicar lo visto. Utilicemos las
respuestas para la auto-evaluacion.

Actividad
1 3
a) (4xz+2x+3z)-(§x+zz+2j =

Rta :2x%z +3xz% + x? +11xz+%z2 +4x+ 62z

by (5x°+3x+ 2)-6%3} -

Rza:§x3—2—7x2—8x—6
2 2

c) (xz—l)-(x3+2)=

Rta:x’ —x’ +2x> =2

d) (x+3)~(2x2—5x+7):

Rta:2x’ +x* —8x+21

e) (x+3a)~(ga+§x+2):
3 2

Rta :%xajtgxz +2x+2a’ +6a
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Analicemos estos dos ejemplos resueltos para que a través de ellos recordemos
esta operacion y saquemos nuestras propias conclusiones.

a) (3bcd+12bcx-9b2c): (3bc)

Polinomio dividendo: D Polinomio divisor: d
v v
3bcd+12bcx-9bic 3bc
3bcd d+4x—3b  polinomio cociente: C
0 +12bcx
12bcx
0 -9hic
-9bic

0 < resto de la division: R

b) (255 -x4-2x3-8x%) (bx3-4x%)

25 x5 +0x5-x4-2x3 -8 x2 Hxd— 4 x2

25 %8 - 20 x5 Ex?+4x2+3x+2

0 +20x5-x4

20x5 - 16 x4
0 +15x*-2 %2
15x*-12 x3
0 +10 x* -8 x2
10 x* -8 2

0
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Observemos detenidamente el polinomio dividendo del ejemplo b). En él hay
términos que fueron incorporados para completar las potencias decrecientes
gue no existian en un principio. Los coeficientes de dichos términos siempre
deben ser cero. Ademas, los términos del polinomio dividendo y divisor deben
estar ordenados en potencias decrecientes para simplificar las operaciones
involucradas.

Recordemos que en el cociente de potencias de igual base, los exponentes se
restan entre si, es decir, el exponente del dividendo menos el exponente del
divisor. Analicemos el ejemplo: x5:x2 =x3

Importante
Una forma de comprobar si las divisiones realizadas fueron
correctas, es haciendo la prueba la division, es decir:

C-d+R=D

éLo comprobamos en los ejemplos dados? Sélo deberemos recordar el
concepto de suma y producto de polinomios vistos hasta el momento.

Para afianzar los conceptos analicemos las siguientes situaciones con sus
respectivas respuestas.

Actividad

a) (6a*b’ +4a’b* +ab’ +7a°h’): (2ab* +b’) =

Rta:C =3a’ +2a°b+ab®> R=0
b) (4a’b’c+12ab’c® —18a’*b*c*): (2abc) =

Rta:C =2a’b+6bc’ —9a°h’°c® R=0

c) (x4 —3x? +1):(x2 -2x+2)=

Rta:C=x>+2x-1 R=(-6x+3)
d) (Bx+2x° —%x3 +5):(x+§)=

2
Rua:c=-% 431 D4 p_ [J%8
3015075 375

REGLA DE RUFFINI

Como hemos visto, el polinomio que resulta después de realizar la divisidn se
denomina polinomio cociente y se lo simboliza como C(x) y al resto como R(x).
La division termina cuando el polinomio resto es de un grado menor que el
polinomio divisor.
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O

Importante
Recordemos que no siempre se obtiene un polinomio resto igual
a cero. Si ocurre esto ultimo, jse dice que la division es exacta!

El procedimiento que acabamos de ver es general para cualquier tipo de
divisién entre polinomios. No obstante, existe una regla practica para resolver
el cociente que se puede aplicar cuando los polinomios dividendo y divisor
son en una sola indeterminada y el polinomio divisor es de la forma (x + a),
siendo “a@” un numero real. Dicha regla se conoce como Regla de Ruffini, es la
gue nos permite calcular de una manera mas simple y directa los coeficientes
del polinomio cociente y el resto de la division.

Analicemos el ejemplo siguiente. Después intentemos la explicacién de cdmo

operar:
(lx—l—?sx3 +3x2J:(x—lj
2 3

Primero ordenamos y completamos si hiciera falta, el polinomio dividendo.
(Recordemos que para completar debemos hacerlo con coeficiente cero, por
x elevada a la potencia faltante).

[—3x3 + 3x? +1x—1j:(x—lj
2 3

El esquema que se muestra a continuacidn, es utilizado frecuentemente como
una manera practica de obtener los coeficientes del polinomio cociente vy el
resto de la division.

-3 3 % -1 =« Coeficientes del dividendo ordenados,
"a” cambiado de mayor a menor

de signo
1/3 -1 2/3 718

[-3 2 7/6 | [11/18]

r'y F Y
Coeficientes del Resto de la division

polinomio cociente.

Entonces el resultado a explicitar sera:

C(x) = —3X2 +2x +%
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¢Como se opera con esta regla practica?

En la fila superior colocamos los coeficientes del polinomio dividendo, de
manera ordenada, completa y decreciente respecto de “x”. En el vértice
exterior izquierdo ubicamos el valor de “a”, del binomio divisor, cambiado de
signo.

Debajo de la linea horizontal, pondremos de forma ordenada los coeficientes
que resulten para el polinomio cociente y el resto de la divisién.

El primer coeficiente del polinomio cociente es siempre igual al del dividendo,
por lo tanto lo colocamos directamente debajo de la linea horizontal.

Para obtener el segundo coeficiente del polinomio cociente, multiplicamos
el primer coeficiente por “a” cambiado de signo, como ya figura en el vértice
antes mencionado, y ese resultado se suma con el segundo coeficiente del
dividendo (ubicado en la fila superior).

Una vez que obtuvimos el segundo coeficiente del cociente, repetimos la
operacién anterior (multiplicamos por “a” cambiado de signo y sumamos con
el siguiente coeficiente) y asi sucesivamente hasta terminar.

Observemos que sélo hemos calculado coeficientes, por lo tanto aun, nos
falta determinar el polinomio cociente, y el resto de la divisién.

éDe qué grado sera el polinomio cociente?

El grado del divisor siempre es uno (1) y ademds debera tener en cuenta que
en la divisidn de potencias de igual base los exponentes se restan entre si.
Con todos estos elementos y un pequeiio esfuerzo, estaremos en condiciones
de plantear el polinomio cociente completo y determinar el resto o residuo de
la division. Intentémoslo en la actividad propuesta mds adelante. Utilizaremos
el ejemplo anterior para ayudarnos.

Para saber mas
Para conocer mas a Ruffini, podemos visitar esta direccidn:
http://es.wikipedia.org/wiki/Paolo_Ruffini

La regla de Ruffini es muy util para factorizar polinomios de grado “n” cuando
se conoce una de las raices del mismo. Con la raiz se puede formar el binomio
de la forma (x + a) segln corresponda, obtener el polinomio cociente, y de
esta manera plantear su forma factorizada, ya que siempre el resto es cero.
Observemos el ejemplo.

Dado el polinomio x4+ xt—4x+2 , se sabe que una de sus raices es uno,
estoes x, =1.

Por lo tanto el binomio (x—l) es divisor exacto del polinomio dado. Aplicando
la regla de Ruffini se determina el polinomio cociente, segun:
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1 e =
1 2 -2 0
Entonces: Ty = 4252 y Ry=0
Por lo tanto:

X 4+xt—dx+2= (x2+2x—2)(x—1)

Importante
A esta problematica de factoreo la retomaremos en la siguiente
clase, ya que es un concepto muy importante, jy merece mas
desarrollo!

Vamos con alguna ejercitacion interesante para aplicar la Regla de Ruffini y al
realizarla controle sus respuestas con la informacion dada.

Actividad

a) (x> =2x+D:(x+1)=
Rta:C=x-3 R=(4)
b) (4x3 —%xz +3x—2j:(x—3):

Rta:C = 4x’ +§x+7—25 R=(221/2)

) (x*+3x° =2x> +7x+39):(x+3) =
Rta:C=x"-2x+13 R=(0)
d) (x+7x°=13):(x+1/2)=

Rta:C =7x" —%x+2747 R =(-131/8)
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TEOREMA DEL RESTO

Del mismo modo que existe la regla de Ruffini para calcular el cociente y el
resto de una division entre polinomios de una manera rapiday sencilla, cuando
se cumplen las mismas exigencias descritas anteriormente, es decir, que el
polinomio dividendo y divisor son en una sola indeterminada y el polinomio
divisor es de la forma: (xira), también es posible calcular sélo el resto de la
division, utilizando el Teorema del Resto.

Como su nombre lo indica, nos permite sélo conocer directamente el resto de
la divisidon de un polinomio por un binomio de la forma: (,xia)

éComo se calcula dicho resto?

Elresto esigual al “valor numérico” del polinomio dividendo cuando la variable
es sustituida por el valor de “a” cambiado de signo.

Observemos el ejemplo y luego resolvamos los ejercicios planteados en la
guia de ejercitacion.

Calculemos el resto de la siguiente divisién: (5x2-2x+4): (x + 3)
R=D (-a)=D (-3)=5. (- 3)2-2.(-3) +4

R=5.9+6+4=

R=45+10=55

Para pensar y reflexionar

¢Qué importancia o utilidad puede tener el conocimiento de este
procedimiento conocido como teorema del resto?

Pensemos en el término “divisibilidad”. ¢Qué nos sugiere el significado
matematico de dicho término?

¢Qué entendemos cuando expresamos que un polinomio es divisible por
otro? ¢Cudl seria el resto de esa divisidon?

La respuesta a estos interrogantes o mejor aun la aplicabilidad de este
teorema la encontraremos cuando trabajemos con factorizacidon o factoreo
de expresiones algebraicas y se presente el caso “divisibilidad”.

Veamos algunas aplicaciones del Teorema de resto.

Actividad
Para ello realizaremos el mismo cuadro de ejercicios propuestos en la Ultima
actividad, relacionada con la Regla de Ruffini. i¢Lo hacemos?!

Actividad individual
Determinar el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas:
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1-5x>y+3xy° +7xy = para: x=1 y=-1

R=-9
3 , 2 1
2 —>4xy” +9x y—gx: para: x =2 y:E
R=2
3
) _
3_)x+y+x+ y_mr para: x=-2 y=1
x-1 x-2 X
R=-"
6

Efectuar la suma de los siguientes polinomios:

4—>@y -2p) ; 2y —z+6x) ; O -7y —32)
R=3y +3 y -4z

2 5 1 1
S5 l4xy+3x°y—=xp° | ; | =" +—xp——x° }
( y y 3 J’] (2 y 5 y 3 y

8 , 21 11 ,
R=—x"y+—xy+—x
37T Y

Realizar las operaciones indicadas, con los siguientes polinomios:

R, =2x"+3x’ —x* +4
O = 6x> +2x° —8x
Ry = X —=x"+=x
2
6= (P + 0~ Riy)=
R=2x"+0 x’ +2x2 —9—x+4
2 2

7504 - (R +R,)=

R=-2x*+4x° +3?x2 —%x—4

Completar los siguientes cuadros:

B —
P(x) — Q(x) P(x) Qfx)
S dx? —x -4 Sxt+2x3 —bx2—4
89—
P(x) — Q(x) Q(x) P(x)
XY+ Tx¥+8x -3 xF—x2 + 2%
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Dados los siguientes polinomios, efectuar las operaciones indicadas:

P(Z)=22_1 M(x):_7.x2+1
1 1 , 3, 2
(}’) 2y 4y 4y (ZJ) y
0 > RS, =
1 —)H(y)M(X)Z
P(xz)=1/3x52—-2/3x422+3x23+1/2xz W(xz)=-1/2x2z
S(x,y)=36xy6—6xy3+18xy5—-12xy4 T(x,y)=3xy+6xy2
R(x)=2x4 +x—3x3 U(x) =3 x2 +x

P(x,z): W(x, z)

S(x,y) : T(x,y)
R(x) : U(x)

Completar los siguientes cuadros:

15—
Dividendo Divisor Cociente Resto
(x +2) (x-3) ¥ —6x+9
16 —
Dividendo Divisor Cociente Resto
87 + 24xy? +24yx? + 8y? (2x + 2y)?
17 —
Cociente Divisor Dividendo Grado del
Dividendo
— X2—_8x+9 (x—4)
18—
P(x) :Q(x) P(x) Q (x) Resto
¥ I —Bx—4 x2+ 2
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Resolver los siguientes cocientes aplicando la regla de Ruffini:
(x2—4): (x+2)=
(x3—a3):(x—a)=
(x4+2x2-x):(-2+x)=
(-2x +3x2 —2x4 —x3 + x5) : (x —4)=
(1/2a3+2a-a2+2):(a—-2)=
¢El polinomio (x2 + 4 — 4 x) es divisible por (x + 2)? Si. No ¢Por qué?

El resto de realizar (2 x2 +1/5x—c) : (x— 3), es R=7. ¢{Cual es el valor del
polinomio cociente C?. Sugerencia: utilizar la prueba de la division.

Obtener el valor de “m” para que la divisidn siguiente sea exacta. (Utilizar
el teorema del resto).

Qx* +3x° —mx—6):(x+2) =
R=-1

¢Cudl es el polinomio que dividido por (2x+3) tiene por cociente y por
resto 37?

R=2x>+3x* —6x+46

Estimados estudianfes, fenemos siete dias hasta la
proxima clase para revisar los confenidos frabajados
hoy, y poder registrar todas las dudas que se presenten
frabajando solos, sin la ayuda del docente.

Anotemos todo o que no entendamos o No podamos
resolver solos, ya que en el proximo encuentro fendremos
un fiempo al comienzo de la clase para salvar todo tipo
de dudas. Podemos frabajar con las actividades que
quedaron pendientes de hacer en clase, o con cualquier
libro que tengamos a nuestro alcance.

iConfiamos en su capacidad para analizar y ejercitar o
visto en clasel!

iBuena semana Yy a trabajar!
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Objetivos especificos
Comprender la importancia de factorear una expresion algebraica.
Afianzar la destreza en las diferentes metodologias.
Utilizar factoreo para simplificar expresiones algebraicas fraccionarias.
Manejar la terminologia adecuada.
Interpretar consignas.
Lograr estima entre compafieros y docente.

Contenidos
Factorizacion de expresiones algebraicas.
Factor comun.
Factor comun por grupo.
Trinomio cuadrado perfecto.
Cuatrinomio cubo perfecto.
Ecuacion de segundo grado.

Esquema conceptual: vinculacion de contenidos de la Clase 3.

FACTOREAR UNA EXPRESION ALGEBRAICA

¢ Qué es?

¥

Es convertir una suma algebraica
en producto

iPara quée?

¥

Para simplificar en expresiones
fraccionarias

. Como? Y asi llegar a:

¥
Minima expresion

Factor comdn

Factor comdn por grupo

¥ Trinomio cuadrado perfecto
Utilizando diferentes metodologias Cuatrinomio cubo perfecto
Ecuacion de segundo grado

Trinomio cuadrado imperfecto

Divisibilidad
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Factorizacion de expresiones
algebraicas

¢Como podemos explicar el significado matematico de la palabra factoreo?
¢Qué reflexion nos propone el término factor?

Observemos atentamente el ejemplo siguiente:

Px)=x2-5x+6= (x-2).(x-3)

® Para pensar y reflexionar

¢Cual es la operacidn algebraica presente en cada uno de los miembros de la
igualdad anterior?

¢Cual es la operacién que vincula a todos los términos del primer miembro
de laigualdad y cudl la que vincula a los términos encerrados entre paréntesis
del segundo miembro de la igualdad?

Realicemos este analisis y respondamos a las cuestiones planteadas, nos
podemos ayudar con las siguientes ideas...

Si el producto de dos enteros “a” y “b” es “c”, c=a. b, entonces “a” y “b” se
llaman factores de “c”.

Esta terminologia también se utiliza en expresiones algebraicas.

Si dos 0 mas expresiones algebraicas se multiplican a la vez, estas expresiones
se dice que son factores de la expresion que se obtuvo como producto: por
ejemplo, la expresidn 2xy se obtuvo multiplicando 2, x e y, de modo que 2, x
ey son los factores de 2xy.

De manera similar, x es un factor de la expresién 2x° +3x puesto que
podemos escribir 2x> +3x =x-(2x+3) y x’esun factorde 6x° +9x°
dado que podemos escribir x* - (6 + 9x). (Arya-Larder, 2009)

Los distintos métodos de factoreo requieren de un andlisis e interpretacion
pertinente, por lo tanto a continuacién desarrollaremos cada uno de ellos
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FACTOR COMUN

Comencemos con estos ejemplos:

a) fax?+3aiy—-3ab =3a.(2x2+ay-b)
b) 25a?+30a°-15a = 5a.(5a+6a%-3)

Después de observar detenidamente los ejercicios resueltos, ¢pudimos
recordar qué significa factor comun?

Analicemos cada uno de los términos del titulo, factor comun, y tratemos de
enunciar una regla para este caso.

Es importante que las diferentes metodologias de factorizacidn se manejen
con la terminologia correcta y no por nimero de caso, como tal vez lo
haciamos en el nivel medio de educacién. Los nombres de cada uno nos
ayudaran a interpretar cdmo debemos operar para lograr transformar una
suma algebraica en producto.

A continuacién, tenemos algunos casos para trabajar:

Actividad
3 3

a)2a+2ab—§ac= Rta:a- 2+b—gc

3.2 2 8 6_.5 2 4 4 4
b)4x’y~ —2x y+§x yz= Rta:2x"y- 2xy—1+§x vz
¢)169a’b’c —13ab’c® = Rta:13ab’c-(13a* - c*)

312 7 3 4 3 2 3 1 3
d)14a’b n+§a bn" +2la’bn” = Rta:7a bn- 2b+5n +3n

FACTOR COMUN POR GRUPOS

No olvidemos analizar el significado de cada uno de los términos del tema
planteado.

En los siguientes ejemplos visualicemos cdmo han sido agrupados los términos
del primer miembro y analicemos cual es el factor comun entre ellos, y
finalmente, relacionemos estas ideas con el segundo miembro de la igualdad.
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a) ®+ 3 x2 @+s = X (X2 +2) +3.(x +2)

[ 222} (x +3)

b) +| b2x +| 2| = aZ(x+1)+b2(x+1)

= (x+1).(a2+b2)

Después de observar atentamente estos ejemplos, podemos trabajar como
se indicé en el punto anterior relacionando la idea ya formada de factor
comun con el término grupo. Intentemos hacer conclusiones, de enunciar con
terminologia pertinente como operar en este caso de factoreo.

éRealizamos la siguiente propuesta de trabajo? iNo olvidemos controlar los
resultados con las respuestas!

Actividad

a)2ax+2bx—ay+5a—by+5b= Rta:(a+b)-(2x—y+5)
1, 2 1 1

b)Ea x—2ax +ax—5ab+2bx—b= Rta: 5a—2x+1 (ax—b)

o)a’x+b’x+a’+b’ = Rta:(x+1)-(a2+b2)

d)Tx+y—xy—T—z" +xz° = Rta:(x—l)'(7—y+22)
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TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Esta operacion también responde al nombre de binomio al cuadrado, ¢
cuadrado de un binomio, cuyo desarrollo nos lleva a obtener el primer
miembro.

Analicemos los ejemplos que contindan, y relacionemos cada uno de los
términos que hacen al nombre de este caso:

2
a)  4x + 12x + 9 = |2x + 3
2x ] 22x3 (3
2
(zx + 3] = (2x + 3)(2x + 3)
2
b) %= - x° + - xz—l
2
2
[J:j)z 2.}:2% %
2oL oo Lo L
2y 2

® Para pensar y reflexionar

¢Por qué trinomio? ¢ A qué se refiere cuando expresa cuadrado perfecto?
éCémo es el enunciado del desarrollo del binomio al cuadrado?

éCémo relacionamos el signo que vincula los dos términos del binomio con
los signos que corresponden al polinomio desarrollado?

Recordemos que en la potencia de potencia los exponentes se multiplican
entre si, es decir:

(a2)3 =a’
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O

Importante
En general, escribimos como trinomio cuadrado perfecto:

(a+bY =a’ +2.ab+b’
(a—b) =a® —2.ab+b’
Observemos en el segundo caso la alternancia de signo.

A continuacién tenemos ejercitacidon para que vayamos afianzando este caso
de factoreo.

Actividad
a) (x* +10x +25)= Ria:(x+5)
b) (x* —8x+16)= Rta:(x—4)
2 2
q 2 q
)| — |—prPgtp = Ria:| = -
)( 4] pg+p a[z p)
d) 36m’n* — 24mn*x® + 4x° = Ria: (6mn22x3)

CUATRINOMIO CUBO PERFECTO

. 3 .
El ejemplo x° +3x,y+3p 2+ > =(x+y) , expone un caso sencillo que se
presenta en este apartado. A partir del cual podemos enunciar el desarrollo
de un binomio elevado al cubo, élo intentamos?

Para pensar y relfexionar

¢Cuantos términos contiene el primer miembro de esa igualdad?

éPor qué el nombre de cuatrinomio? ¢Por qué cubo perfecto?

¢Cudntos términos de ese primer miembro son cubos perfectos?

¢Cuantos términos de ese primer miembro no son cubos perfectos y como se
relacionan con las bases de esos cubos perfectos?

Si logramos contestar todos los interrogantes planteados, entonces estamos
en condiciones de elaborar un enunciado que se corresponda con él.

Importante
Cuatrinomio cubo perfecto:

@ +3a’b +3ab® +b° = (a+bY = (@a+b)Ma+b)a+b)

3

@ -3a’b +3ab’ -b = (a-b) = (a-b)la-b)la-b)

Intentemos utilizar los términos apropiados.
Observemos en el segundo caso la alternancia de signo.
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Al segundo miembro de la igualdad, también se lo conoce con el nombre de
binomio al cubo, cuyo desarrollo nos lleva a obtener el primer miembro de la
misma. Si aun no logramos establecer una correcta relacion entre el nombre
cuatrinomio cubo perfecto con la forma de factorearlo, analicemos el préoximo
ejemplo desarrollado, donde se indica cémo debemos proponer a cada uno
de los términos del primer miembro de la igualdad, para luego expresarlo en
forma factoreada.

3
. + 8w’ + E?FIE + 6m® = L + 2m’
8 2 2
! ! ) !

3.[1}2:??@3 3.l.4mﬁ 3
4

4 4

EP:F’IE 6"

2

éRealizamos las siguientes actividades? Luego de trabajar con ellas,
controlemos los resultados obtenidos con las respuestas brindadas.

g Actividad

a) Ba® + 36a%b + 54ab® + 275°%) = Rta: (2a+3b)
3
3 3 1 1
A R T R Rta:|x-=y*
) [ 5 4 25 (i 125 4 5 4
c)1-3a+3a° -a’ = Ria:fl-a)
d)8ny? + m? +12n"my? + 6min’y = Ria:(2n5y+m)3
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®@

ECUACION DE SEGUNDO GRADO

2 _ . . s
La expresion: @ +8¥+¢=0 5o Jenomina ecuacién de 22 grado.

Endonde: a,byceRya+o
La misma también puede factorearse conociendo sus raices.
Para pensar y relfexionar

Recordemos: équé significa el término raiz de una ecuacién?

Las raices de la ecuacidon pueden determinarse a partir con la siguiente

formula:
3 —b++b*—4.ac

X, , =
1,2
2a

Como podemos observar, esta férmula sélo depende de los coeficientes de la
variable “x”. Teniendo en cuenta los signos + que figuran delante de la raiz
cuadrada de la férmula precedente, deducimos que los valores a determinar
de “x” sonsiempredos: X;y X, Dichosvalores son las raices de la ecuacion
cuadratica, es decir, aquellos valores que hacen cero (0) a la ecuacion.

Importante
Entonces, una ecuacion de 22 grado se factorea como se indica en
la siguiente expresion:

ax’ +hbx+c=alx—x x—-x,)=0

Observemos el ejemplo:

' —3x-4=0
. b3 JE3P —4.1(-4)
b 2.1

3£4/9+16
XMy =

2

3+4/25 3+5
;2 VA M=

345 3-5
X 5 y Xy 5

Programa de Ingreso - UCC 49



ucc | UNIVERSIDAD
Cardrica DE CORDOBA

Una vez determinadas las raices de la ecuacion, esta puede factorearse como
se indica:

P -3x—4=(x-4)x+1)

Esta forma de factorear se puede usar entonces, tanto para trinomios
cuadrados imperfectos como perfectos.

Unir conceptos

A modo de conclusion: Factorizar un polinomio es expresarlo como un
producto de una constante por uno o mds factores primos o bien por factores
primos entre si, utilizando una o mds metodologias.

A continuacidn tenemos algunos ejercicios para practicar este caso de
factoreo. ¢ Los resolvemos?

Actividad

x*+x-2= Rta:(x—1)(x+2)
X’ +4x+3= Rta:(x+3)(x+1)
x*-3x—4= Rta: (x+1)(x—4)
2x +5x+2= Rta: (2x +1)(x+2)
Importante

Recordemos que sdélo podemos simplificar una expresion
algebraica fraccionaria cuando las mismas estan factoreadas y
siempre debemos llegar a la minima expresion.

Si logramos recordar y fijar lo expuesto hasta aqui, estaremos en condiciones

de aplicarlo en ejercicios combinados.
Veamos entonces un par de ejemplos:
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8a’ —24ab+18h°
4a°b—6ab®
2.(4a’ —12ab+9b%)
2.ab.(2a—3b)
(2a-3b)  2a-3b
ab(2a-3b)  ab

1)

P rxt—4x42 B

2)

2 —5x+4
(.:4&:2 +2x—2)(x—1): bl )l
(.x—4)(.x—1) x—4

Actividad individual

Transformar las siguientes expresiones algebraicas en producto:

a) x° +x° = Rea: x*(x+1)

3 1 7 1 {3 7
b) ZmPp-—mpi+_mp= Rt o= S i
U R R R Zmp[z 3 8]
c) 4x°z+ 8z + 20z = Rta: 2xz2x+4z+1)
d) x® + y+xie’ +aty= Ria: (x2+y).(1+a2)
e) x° +3x° +2x+6= Rta: (x% +2)(x +3)
f) a’y+ab® —axy-bx= Ria: (b2+ay}(a—x)
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Indicar si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas:

a) x* +32x+64=(x+87
: 3Y?

b) x2+3x+—=[x+—J
4 2

¢) x* —3x+9=[x+3]

d) x* - 6x+9=[x+3)

e) x* +10x+25=(x—5)

Tranformar las siguietntes expresiones algebraicas en producto:

a) 9y +12xy +4x° = Rta: By +2x )
2
b) e R T pa: | 1+lg
27 81 9 9 3
2 1 1
c) —HU X +Xxm= Rta: | —m+x
1 2 1
d) ayz.xz—g.x.y.z-l—zz: Rta: (Exy—z)z
aj|a3+3azb+3abz+b= Rta: {a+b)
deatt DG Hl b 1 :
bj—zﬂ 54 —g"‘ﬂ = Rfa: [_QE_E]
L A T L 1 3
d) g 1 64 Rta —x+EaJ

Programa de Ingreso - UCC 52



UNIVERSIDAD
Cartorica pE CORDOBA

UuccC

Tranformar las siguietntes expresiones algebraicas en producto:

a) 2x° —Tx+3= Rfa: Z[x—%].(x—ii)
, 11 4 _ g
b) x +§x—§— Rta: (:c+4}[x 3]
o I A T Rfa: 4(x—2}[:c+i]
d) x*—2= Rta: &—VE)(I+'\}'E)

Reducir o simplificar las siguientes expresiones algebraicas fraccionarias:

2x 3 2
a) -— =
x—1 x"-1 x+1
2
Rta:2x J2r4x 5
x° =1
5 (’+8)  (x+D) 1 _
(x+2) (x> =2x+4) (x-1)
Rta—x—-'_1
x—1
-1 3 [s527
c) 3 . =
15 x"—x | x-1
ta—i
(x—1)°
2
X y X
4 4
Rta = zy
Xy

o 5-x) (+x) 2x _
(x+y) (x=5) (x+2)
2x
(x+2)

Rta = -

3a’b* ab
"

e
4xy

3
Rta =—ab
4 24

(x+y)° X+

nEEN” Y
x=y (x-y)

Rta=x" -y’
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2
X X

g) 8+x> 6+x B

Rta = x.(6 + x)/(x” +8)

1%
3
y
B ——2 =
T x
x y y

Rta=(x+y)/y

ii' x+l 4 x-1

x 2x+1 x+1 x-3

_ 2x> —11x-9
x(x+1)(x=3)

. X x+1 2x+1
b)) - = =
x+1 X x°+x

Rta =-1
x* +8x+16 B
xX24x—12
Rta=(x+4)/(x-3)

x’ -8
] -
)x2 -4

Rta = (x> +2x+4)/(x +2)

x2+3x-10 B
x> +6x+5
Rta=(x-2)/(x+1)

x2—-x-2

e
2x°=5x+2
Rta=(x+1)/2x-1)

@ H I E EEEEEEN N EENEEEEEEEEN EEENEEEEEEEENEENEEE NN E NN EEENE EEEEEETBm
Estimados alumnos, nos espera una semana con bastante frabajo
por realizar, pero a no desanimarse que juntos lo podremos hacer
con esfuerzo y dedicacion. No olvidemos de anotar todas las
inquietudes que se Nos presenten a la hora de frabajar solos, para
poder resolverlas en el proximo encuentro.

Nos despedimos con un pensamiento para reflexionar...

"Los libros son maestros que no riken y amigos que
no piden"
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Objetivos especificos.

Comprender el concepto de divisibilidad y método de factorizacién en
sumas y diferencias de cubos.

Aprender a factorear diferencias de cuadrados.

Afianzar la destreza en las diferentes metodologias de racionalizacién.

Utilizar la terminologia adecuada.

Interpretar consignas.

Lograr estima entre compaieros y docente.

Contenidos
Divisibilidad.
Suma y diferencia de binomios de potencia impar.
Suma y diferencia de binomios de potencia par.
Racionalizacién.

Esquema conceptual: vinculacion de contenidos de la Clase 4.

METODO DE FACTORIZACION:
DIVISIBILIDAD

Consiste en:

Determinar un divisor exacto para

binomios de la forma (x” +a*

Caso para
particular utiliza

Factorear

v

Teorema del Resto
Regla de Ruffini

Diferencia de cuadrados

&

Se basa en:

Binomio con uno o sus

dos términos = B
irracionales Unico término irracional

T T

| Diferentes metodologias |

A través de:T

| Eliminar una raiz |

Consiste en:

| RACIONALIZACION |
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DIVISIBILIDAD

¢Qué pensamiento nos propone el término divisibilidad?

¢Cuando dos polinomios son divisibles?

Observemos los ejemplos y luego intentemos definir matematicamente el
significado del titulo.

(xS +27): |:x+3:l= (x3+33): I:x+3)

Si aplicamos el teorema del resto al cociente indicado en la expresién anterior,
¢Qué ocurrird?
R(-a)=R(-3)=(-3)3+27=0

¢Qué relacidn guarda este resultado con el término divisibilidad?
éSon o no divisibles entre si, estos binomios?

[x3 +27): (x—3:l= [x3 +33): [x—3:l|

Si aplicamos nuevamente el teorema del resto, ¢qué ocurre?
R(-a)=R(3)=33 +27 =54

® Para pensar y reflexionar
¢Qué podemos concluir del binomio dividendo respecto del divisor?

éSon o no divisibles entre si?
Observemos atentamente el binomio dividendo y divisor en ambos ejemplos,
comparalos y saquemos conclusiones.

Relacionemos la potencia (par o impar) de los términos del polinomio
dividendo, el signo que los vincula a dichos términos (negativo o positivo) y
comparemos con el divisor en cada caso. ¢ COmo son los divisores respecto al
dividendo?

¢Qué se puede deducir? ¢Cuando es divisible la suma de potencias de
exponente impar? ¢Es divisible por la suma o diferencia de sus bases?

@ Importante
La suma de potencias de exponente impar, solo es divisible por la
suma de sus bases.
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Tengamos en cuenta que sélo hemos analizado la divisibilidad de la suma de
potencias de exponente impar, no hemos factoreado.

Para ello debemos encontrar primero el polinomio cociente, el cual puede
calcularse rapidamente utilizando la Regla de Ruffini para (x3 + 27), con el
binomio divisor correspondiente, es decir (x + 3)

Aplicando la Regla de Ruffini:

1 0] 0 27
-3 -3 9 -27
1 -3 9 ]

Observemos que en la primera fila del esquema aparecen algunos coeficientes
0 (ceros), esto se debe a que el polinomio dividendo debe estar siempre
ordenado y completo en potencias decrecientes de “x” (es lo que habiamos
visto en la Regla de Ruffini).

Con los coeficientes calculados se forma el polinomio cociente:
Cx)= x2-3x + 9

Entonces, para poder factorizar la expresion (x3 +27) debemos recordar que,
cualquier polinomio dividendo siempre es igual al producto del polinomio
cociente por el divisor, cuando el resto es cero.

Esto es:

P(x)=(x*+27)= (x*-3x + 9).(x+3)

|

Expresion factorizada

Analicemos de la misma manera qué ocurre cuando se trata de la diferencia
de potencias de indice impar.
iObservemos, reflexionemos y elaboremos conclusiones!

[x3 —27): (x-3)= (xB —33): (x-3)

[x3 —27): [x +3)= [xB —33): (x+3)

Si trabajamos igual que en el punto anterior y aplicamos Teorema del Resto
para ambos items, équé ocurre?

R(3)=(3)3 -27 = 0 R(-3)=(-3)3-27 = - 54
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Para pensar y reflexionar

¢Qué terminologia podemos utilizar para relacionar estos binomios entre si,
tanto en el item 2.a), como en el 2.b)? {Qué podemos decir del dividendo
respecto del divisor?

Recordemos que para factorizar una expresion siempre debemos ser divisible
por el binomio divisor. Es decir que el resto debe ser cero. Una vez elegido
el divisor correcto, entonces, trabajamos utilizando la regla de Ruffini vy
continuamos como en el caso anterior, hasta que logremos factorizar la
expresion: (x3 - 27).

Esto es:

(x3-27) = (x2+3x+9).(x-3)

Observemos que en los dos ultimos items hemos trabajado con la diferencia
de potencias de indice impar, relaciondndolas con la suma y diferencia de sus
bases.

Para pensar y reflexionar
¢La diferencia de potencias de indice impar es divisible por la suma o diferencia
de sus bases?

Intentemos elaborar conclusionesy enunciarlas en base lo visto anteriormente,
utilizando lenguaje pertinente.
¢Podremos asegurar lo siguiente?

Importante

La resta de potencias de exponente impar, sélo es divisible por la
resta de sus bases.

Analicemos ahora la diferencia de potencias de indice par. ¢{Cudndo son
divisibles y cudl es su divisor?

(x4—16): I:x—Ejl: (x4 —24): I:x—E)

(xq—lﬁ): I:x+2:l= [x4 —24): I:x+2:l

Observemos que en ambos casos, las potencias de los términos del dividendo
son de orden par, y el signo que los relaciona, es negativo. Asimismo los
divisores a analizar son la diferencia y suma de sus bases, respectivamente.

Importante
Para poder factorizar el dividendo, utilice los conceptos y reglas
correspondientes (Teorema del Resto y Regla de Ruffini).

Debemos averiguar primero por cual de los dos binomios es divisible, (suma o

diferencia de las bases), luego calcular el polinomio cociente y recién concluir
en la expresion factoreada.
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La cual responde a:

x* —16)= [x +2x% + 4x +8)(x - 2)

x* -16)=[x® - 2x% + 4x -8 )(x + 2)

Para pensar y reflexionar

éPor qué (x4 -16) puede factorearse de dos maneras?

Enunciemos las conclusiones con lenguaje apropiado. iYa contamos con
herramientas para hacerlo!

Ahora analicemos que ocurre con la suma de potencias de exponente par:
(xq—lﬁ): I:x—2:l= [x4 —24): I:x—2:l

(x4—16): I:x+2)= [x4 —24): I:x+2)

Enambos casos, aplicamos Teorema del Resto. ¢ Son divisibles estos polinomios
por la suma o diferencia de sus bases? ¢ Qué podemos concluir del dividendo
respecto de los divisores?

¢Puede ser factorizada la expresion (x4 + 16)? Justifiquemos nuestra respuesta.

Importante
Estos binomios, tan particulares, que hemos usado en los cuatro
items anteriores pueden generalizarse como:

(x" ia")

Donde “n” puede ser par 6 impar y los divisores exactos pueden
ser la suma o diferencia de las bases, es decir(x+a).

Utilizando estas expresiones generales, podemos enunciar una regla para
cada uno de los casos, refiriéndonos a la divisibilidad de cada uno de ellos,
por la suma o diferencias de las bases respectivas.

Actividad
Intentemos realizar un esquema explicativo, donde figuren todos los casos
planteados de divisibilidad.

DIFERENCIA DE CUADRADOS

Leamos detenidamente el nombre que recibe este caso particular de
divisibilidad. Relacionémoslo con el punto anterior y observemos el ejemplo
como ayuda memoria.

Importante
a’—b*=(a-b)(a+b)

Es muy importante reconocer los factores encerrados entre
paréntesis del segundo miembro de la igualdad.
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Intentemos recordar el nombre que los identifica, y luego tratemos de
enunciar, con lenguaje pertinente, cdmo se descompone en factores, una
diferencia de cuadrados. jLo podemos hacer!
Ejemplo:

2 4 2 2
4y’ - 162" = (2y -4zt 2y +427)

2y} (4]

Es importante que tengamos en cuenta que las potencias se distribuyen a
cada uno de los factores de la base correspondiente, para determinarlas
correctamente.

a)x’ —9= Rta:(x+3)(x-3)

by 4a’ —9b* = Ria: (2a-36%)(2a+30%)

) 169x" —iyﬁ = Rra:[l?)xﬁ —1y3j.[13x6 +1y3]
42 7 7

da -1= Rta: (cf —1)(.f12 + 1)

RACIONALIZACION

¢Qué sugiere el titulo? Expliquemos con nuestras palabras qué significa
racionalizar. Acontinuacidn encontraremosalgunos ejemplos paraorientarnos,
y contestar los interrogantes planteados.

(0%}

4—i.322:4'322:4-3\/224.3\/22 3

VR e w2

. (=v2)_ (-v2) 12 13 s
1+\/§ (1+\/§) (]_\/E) 12_(\/5)2 ) 1

b

Existen diferentes metodologias para racionalizar. Sin embargo en este curso
plantearemos sélo dos, que se relacionan directamente con los ejemplos

anteriores:
. Cuando el término irracional es Unico (como en el primer ejemplo).
) Cuando uno o ambos términos del binomio son irracionales (como

en el segundo ejemplo).
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Volvamos a observar el primer ejemplo. Existe un Unico término irracional en
el denominador de la fraccion planteada. Para eliminar esa raiz procedemos a
multiplicar y dividir a la fraccidén por el mismo término irracional de tal manera
qgue podamos simplificar el indice de la raiz con la potencia adecuada que
surge al multiplicar términos iguales.

En el segundo ejemplo, la raiz se presenta en uno de los dos términos, pero
también podria ser en ambos términos; entonces debemos multiplicar y
dividir por el conjugado de esa expresion. (A qué se le denomina conjugado?
Observemos y tratemos de enunciarlo con nuestras palabras.

Importante
La expresién (2 +5) tiene como conjugado a(a—5) .

En el ejemplo, la expresién (1 +\/§) tiene por conjugado a (l—ﬁ) y cuando
multiplicamos esos términos conjugados entre si, obtenemos una diferencia
de cuadrados, la cual nos permitira simplificar indice con la potencia y lograr
asi eliminar la raiz.

Si aun no hemos logrado recordar este conocimiento, veamos otro ejemplo
para nuestro analisis:

2 2 (\/;+\/;) 2(\/;+\/;) 2(\/;+\/;)

Gy (=) () (o)

Unir conceptos

Si prestas atencion, en este caso de racionalizacion donde se multiplica y
divide por el conjugado, siempre se construye una diferencia de cuadrados y,
a través de ese caso de factoreo es que se puede eliminar la raiz.

Importante

La importancia de manejar estos conceptos tendra mas sentido
cuando cursemos Analisis Matematico I, en primer ano de la
carrera de nuestra eleccion.
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j Actividad individual

Factorear las siguientes expresiones algebraicas:

a) x*-8l= Rta: [x* +3x° +9x+27)(x—3) 6 (x*—3x® +9x—27)(x +3)
b) x*-64= Rta: (x2+4x+16)(x—4)

c) x*+32= Rra: (x" —2x3+4x2—8x+16)(x+2)

d) x* —64= Rta: (x+8)(x-8)

g) x*+64= Rta:no se puede fuctorear progue no es divisible

por la suma o diferencia de sus bases.

a2y 2t — 5x 2= Rta . (x— 2. (2x-1)
Byx®—8x* +8x—4= Rra:(x-1.(x-2)*
c)2x® =5xt+2x= Fra:x.(x—-2)(2x-1)

Racionalizar las siguientes expresiones:

5 206 _ o2 _
B JTx +/5x
Rm:lﬂﬁ :u"'f’_x—ﬁ

Fia
X
-3
by ——=
a’bte? &) 2n _
3.2 B H — N — 1
e
Rta: JETER Rta:im+n+qm—n

.SWE_E]. HG:M

Eta
23 3
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Estimados estudiantes: hemos llegado a la mitad del
camino que comenzamos a recorrer junfos hace algunas
semanas atras. Esperamos que después de tan arduo
frabajo que hemos realizado, hayamos podido recuperar
los conocimientos previos y recobrar la confianza en
Nuestras capacidades para la resolucion de las diferentes
problematicas trabajadas.

jHasta el préximo encuentro!
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Objetivos especificos
Comprender el concepto de Ecuacion.
Afianzar la destreza en la resolucion de ecuaciones de 1° grado.
Utilizar la terminologia adecuada.
Reconocer una funcion lineal.
Graficar una funcion lineal.

Reconstruir el modelo matematico a partir del grafico de una funcidn lineal.

Interpretar consignas.
Lograr estima entre companieros y docente.

Contenidos
Ecuaciones.
Ecuacion de primer grado.
Funcién lineal.
Reconstruccion de una funcién lineal.
Paralelismo y perpendicularidad.
Actividades individuales de ejercitacion y problemas.
Palabras de cierre.

Esquema conceptual: vinculacion de contenidos de la Clase 5.

ECUACION DE 1° GRADO O LINEAL

2Qué es'?l

Resolverla Una igualdad que presenta una
incognita elevada a la potencia uno.

v

Es determinar el valor de la
incognita de tal manera que
satisfaga la igualdad planteada

Se
utilizan
Para

F

FUNGION LINEAL \

Qg esl

Un modelo matematico que
representa graficamente una “recta”
en un plano cartesiano.

y relaciona

Y

Valores de la variable independiente
con la variable dependiente o funcion.

Resolver problematicas en distintas disciplinas, modelizando para cada situacion
en particular una ecuacidn lineal o funcidn lineal, que represente la realidad
planteada.
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Cuando se utiliza el término ecuacién, é¢qué idea nos sugiere?

® Para pensar y reflexionar
Observemos los diferentes casos que se nos pueden presentar. Todos ellos

tienen algo en comun que hace que se denominen en general ecuaciones.

X+5=0 x+3 _4 log,(x+2)=3
x=2
x*—4x+4=0 3*=12 sen(x) =1

Tratemos de elaborar una conclusién que nos permita definir el término
“ecuacion”, teniendo en cuentalos casos anteriores, su analisis einterpretacion.
Las ecuaciones pueden clasificarse, segln el tipo de operacién que vincula a la

au.,n

incégnita “x” con el resto de la expresién, en:

-

Enteras
Algebraicas
Fraccionarias
Ecuaciones < . :
Exponenciales
No
algebraicas ) Logaritmicas
0
trascendentes . —
Trigonomeétricas
k \
g Actividad
Intentemos ubicar cada unodelosejemplosenlaclasificacidon correspondiente.
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ECUACION DE PRIMER GRADO

Para pensar y reflexionar

A partir de los siguientes ejemplos, confiaremos en nuestra capacidad de
observacion y andlisis:

¢Por qué se denominaran ecuaciones de 12 grado?

¢Qué supone resolver una ecuacién de 12 grado con una incognita?

Analicemos, interpretemos y enunciemos las respuestas con terminologia
adecuada.

a)
3x-4=2
x=2+4

Il
b L | Ch

X X
_+_
4 6

e t2x
12
3x+2x=10.12
5x =120
120
5
x=24

10

10

Pueden ademas presentarse otras situaciones especiales, como por ejemplo:

3.(x+2)-3=3.(x+1)
3x+6-3=3x+3
3x+3=3x+3

0=0

En realidad esto se comporta como una identidad, ya que se verifica para
cualquier valor de la variable. Esto en matematica se conoce con el nombre
de compatibilidad pero con muchas soluciones posibles.
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Veamos este otro caso:

4.(x-1)-3=2.(2x+3)
4x-4-3=4x+10
4x-7=4x+10
—7=10 ?

Es imposible de cumplir porque nos da un absurdo matematico. Esto recibe el
nombre de incompatibilidad.

Muchas veces nos ocurre esto como ingenieros, contadores o administradores,
ya que al modelizar una determinada situacion problematica, se pueden
plantear ecuaciones que finalmente no admiten solucién.

¢Resolvemos algunas de estas ecuaciones lineales, despejando el valor de “x”
mediante el pasaje términos de un miembro a otro?

Actividad

2) [5;’:)3—4=? Rta:7/3

b) {3 5-£]+3 +(1]+—=22 Rta:53/2
2 5 4
(1 14| 3

¢) (3+—]+(2——ﬂ+—=—5 Fra:129/338
i 3 X

g EAL2 Fra:14
4 2

Importante

La utilidad del manejo de ecuaciones de primer grado, no es
simplemente su resolucidn, sino que muchos problemas pueden
resolverse planteando este tipo de ecuaciones.

Programa de Ingreso - UCC 69



UuccC

UNIVERSIDAD

Cartorica pE CORDOBA

Para lograr el planteo correcto en la solucién de los mismos, leamos
atentamente los enunciados tres veces (minimo):

la primera vez, simplemente nos dard una idea general de qué trata la
problematica.

la segunda lectura nos permitird tomar los datos correctos que el enunciado
te brinda y cudl es el objetivo que persigue.

recién en la tercera lectura lograremos relacionar los datos entre si para
llegar al planteo de la ecuacidon (modelo matemadtico) que nos permitira lograr
el objetivo deseado.

Analicemos los siguientes ejemplos resueltos:

¢Cuantos clavos tiene un cajoén, si se sabe que puede vaciarse sacandole
la primera vez, la mitad de los clavos, quitando luego, la mitad de los que
quedan mas un clavo y finalmente quitandole nueve clavos mas?

Para llegar a la ecuacién que permitira conocer la cantidad total de clavos
presentes en el cajon, se debe asignar una variable, por ejemplo “x”, que
represente la totalidad de clavos. A partir de ahi, relacionar los datos presentes
en el enunciado, de acuerdo a esta variable “x” que representa el total.

Analicemos:
x: cantidad total de clavos

* . mitad de los clavos (primera vez)

2

*

%+1 = %+1 :la mitad de los que quedan mas uno (segunda extraccién)

9: clavos que finalmente se sacan.

Recién cuando se tiene claro cdmo indicar en funcidn de la variable “x” cada
uno de los pasos que propone el problema, estds en condiciones de plantear
la ecuacidon completa para su solucion definitiva, es decir, iarmar el famoso
modelo matematico! Entonces, la ecuacion es:

= §+ §+ 1+ 9 —» jEste es el modelo matematico!

O,
2 4

dx— 2x—

Ea =3 leD
4

Eeti

4

x=40

Rta: El cajon tiene 40 clavos en total
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b) Encontrar un nimero sabiendo que su duplo es igual a su mitad mas
nueve.

¢Leimos el enunciado varias veces?. Entones...ja pensar!

X: numero a determinar

2% : duplo del numero

2 mitad del nimero

Entonces. la ecuacidn es:

x r -
2xX = E+ 9 —» jEste es el modelo matematico!

2x= =9
43:—::::9
2
3x=18
%=

Rta: el nimero es 6.

c) Para poder pagar el viaje a Bariloche, los alumnos del colegio ZZ entregan
el 40% del total como anticipo, pagan en cuotas el 20% del resto y auin les
falta abonar $2800. Cuanto le cuesta el viaje a cada alumno?

Pensemos...si:
x: total del costo del viaje

ﬂx =0,4.x Entregan del 40%

100
20

100
$2800: falta abonar

(x-04x)=02(06x)=012x Pagan en cuotas el 20% del resto

La ecuacion sera:
x=04x+012.x+ 2300 —» jEste es el modelo matematico!

x- 04x - 0]12x = 2800
x—0,52x = 2800
0,48 = 2800

Y= 583333
Rta: el costo del viaje es de $ 5833,33.
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FUNCION LINEAL

A partir de la siguiente expresiéon: y =-2x+1

éCuantas incégnitas hay en ella? ¢Podriamos escribirla de otra manera?
¢Como? ¢Representa la misma expresién anterior?

Analicemos ahora, cdmo podemos plantear una solucién a dicha ecuacién,
teniendo en cuenta que las incégnitas que presenta son dos.

Si le adjudicamos a “x” valores del conjunto de los nimeros reales, éiqué
ocurre con “y”?
Se puede apreciar que “y” depende de los valores que puede asumir “x”;

oo n

o bien que para cada valor de “x”, se obtiene un sélo valor de “y”. A este

aw.,n

tipo de relacién se la denomina “funcién”; “x” recibe el nombre de variable

oo .n

independiente e “y” variable dependiente o funcién, ya que esta depende de
los valores que asuma “x”.

Retomando el ejemplo, podemos observar que el exponente de la variable
independiente es uno por lo que esta funcién es de 12 grado, analogamente
a la ecuacion vista anteriormente.

Este tipo de funciones se denominan “funciones lineales”, donde ademas,
para cada valor de “y” le corresponde un solo valor de “x”, es decir que existe
una correspondencia entre las variables, “uno a uno”.

Para estas funciones, como para cualquier tipo de funcién es posible definir el
Dominio de las mismas como todos los valores que puede asumir la variable
independiente “x”, tal que la funcidn exista. Su simbolo es D.

De la misma manera se define la imagen de la funcién como todos los valores
que asume la variable dependiente o funcion. Se simboliza con I.

En las funciones lineales, el Dominio esta formado por el conjunto de los
nuimeros reales, debido que la funcidn existe, para cualquier nimero real. Por
lo tanto, la Imagen también es el conjunto de los nimeros reales.

Importante

Ahora bien, a estos valores de “x” e “y” que satisfacen la relacion
planteada, podemos expresarlos como un par ordenado (x ; y),
donde el primer elemento del par, corresponde al valor asignado
arbitrariamente a la variable “x” y el segundo elemento del par,
corresponde al valor que toma la variable “y”, que depende del
anterior. Estos pares ordenados representan puntos del plano.
Reflexionemos acerca del porqué de esta afirmacion.

Analicemos: los valores arbitrarios de la variable “x”, independientemente
de los valores de “y”, pertenecen al conjunto de los nimeros reales. Por
lo tanto dichos valores necesitan de una recta para ser representados
geométricamente. Otro tanto ocurre con los valores que asume la variable

dependiente “y”.
Se necesita, entonces, una recta que represente al conjunto de valores de “x”
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y otra recta para representar los valores de “y”. Surgen asi las coordenadas
cartesianas, donde cada eje representa a un conjunto de numeros reales.
Retomando el ejemplo planteado anteriormente: y =-2x+1 podemos
confeccionar una tabla de valores que represente a los pares ordenados que
cumplen con la relacién planteada, y graficarlos en el sistema de coordenadas
antes mencionada. De esta manera, surgen los puntos en el plano que
representan a cada uno de esos pares ordenados.

XLy
A
o 1
1]-1
= (0:1)
(1=:1)

Se podrian plantear infinidad de pares ordenados, que satisfacen la “funcién”.
Si a todos esos puntos representados en el plano, los unimos, surge asi la linea
recta que caracteriza el grafico de esta funcion. Dicha recta es larepresentacion
geomeétrica de la relacién: y = -2x+1 ; llamada “funcién lineal”.

Para pensar y reflexionar
Observemos y analicemos detenidamente el grafico, y vinculémoslo con lo
expuesto anteriormente.

Nota: observemos que la recta corta en la abscisa| x=1/2 |y en la ordenada
y=1
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Importante
En general:

y=a.x+b

Representa una funcion lineal y graficamente es una recta,
donde “a” y “b” son coeficientes constantes. El coeficiente “b” se
denomina “ordenada al origen”.

¢Podriamos explicar el porqué de su nombre y qué representa graficamente?

Para pensar y reflexionar
iSomos capaces de deducir el interrogante planteado! Para ello nos podemos
ayudar observando el ejemplo anterior.

o n

El coeficiente “a” recibe el nombre de “coeficiente angular”, también
denominado “pendiente” de la recta. Recordemos el porqué de su nombre.

Observemos los siguientes graficos:

1
y=—-x—-— y=x-5
3
5 15
3 4
r T T T T T \I T T T 1 -b 8
B -5 4 3 2 -141] 1 203 4 5
o
5 -20
Figura 1l Figura 2

En general todas las rectas, salvo casos particulares que analizaremos mas
adelante, cortan al eje “x” (abscisas), formando con el sentido positivo del eje
“x” (sentido hacia la derecha o antihorario), un angulo: (B).

El coeficiente “a” es la tangente trigonométrica de ese dngulo.

Recordemos que las funciones trigonométricas de un angulo, son valores
numéricos que pueden determinarse en tablas especificas o bien en Ia
calculadora.

Si ese tema no lo conocemos, no hay problema, pues lo retomaremos mas
adelante. Para graficar la funcidn lineal es suficiente con determinar dos
puntos en el plano, que respondan a la relacidn planteada entre “x” e “y”.
Hacemos mencion a esta relacion de: a =tag (B), ya que es importante tener en
cuenta esta igualdad porque nos permite analizar el signo de ese coeficiente

con el tipo de inclinacién que presenta la recta graficamente. Si el angulo
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estd comprendido entre 02 y 90 2, es decir 02 < B < 909, los valores de las
tangentes trigonométricas correspondientes, son siempre positivas. De alli
que el coeficiente angular o pendiente “a” es positivo o mayor que cero vy las
rectas presentan el tipo de inclinacion que muestra la figura 2 de la pagina
anterior. Ahora bien, si el angulo B estd comprendido entre 902 y 1809, es decir
902 < B <1809, los valores de las tangentes trigonométricas correspondientes
a dichos dngulos son de signo negativo. Entonces, el coeficiente angular “a”
es negativo, y las rectas presentan el tipo de inclinacién que muestra la figura
1 de la pagina anterior.

Es importante que analicemos y tengamos presente la relacidn que existe
entre el signo del coeficiente angular o pendiente “a” y la inclinacién que
debe presentar la recta cuando se grafica. Esto nos permite formar una idea
previa de cdmo se debe ver la recta graficada antes de realizar algun tipo de
calculo. De esta manera, si incurrimos en algun error en los calculos de los
puntos (pares ordenados) que satisfacen la relaciéon del modelo matematico,
y el grafico no se corresponde con esa idea previa, entonces podemos revisar
dichos calculos y corregirlos nosotros mismos. Lograremos asi tener un grafico
gue concuerde con la funcién dada.

Importante
Recordemos que para graficar una recta es suficiente con dos
puntos del plano. “Dos puntos del plano determinan una y solo
una recta”.

Un concepto util y también de mucha aplicacidon para otras funciones se
refiere a “los puntos de corte a los ejes”. Es decir en qué puntos sobre los ejes
cartesianos corta la funcién.

Para pensar y reflexionar

¢Como encontrar los puntos de corte? Reflexionemos:

Para que una recta corte al eje “y” (ordenada) ¢Qué variable debe valer cero?
Para que una recta corte al eje “x” (abscisa) ¢ Qué variable debe valer cero?

Observemos el grafico siguiente y respondamos los interrogantes. jContamos
con herramientas para hacerlo! Determinemos los puntos de corte a los ejes.

R oW e

y=%x—3 1 4
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El concepto de puntos de corte a los ejes y el razonamiento que este incluye,
es importante para muchas aplicaciones. Como por ejemplo funciéon Costo
total y funcidn Ingreso total en una empresa. Conceptos tan validos para las
ciencias econdmicas como para ingenierias.

Casos particulares:

A continuacién tenemos planteadas algunas expresiones como:

x=3 Xx=-2 o bien y=4 y=-1

Dichas expresiones también representan rectas que manifiestan una
particularidad en su grafica.

Recordemos ¢écudl es dicha particularidad?

Observemos que tanto “x” como “y” estan igualadas a una constante. Eso
quiere decir que esas rectas son paralelas a los ejes.

En el caso en que “x” sea igual a una constante, entonces la recta es paralela
al eje “y” (Recta vertical).
o“on

En el caso que “y” sea igual a una constante, entonces la recta es paralela
el eje de las “x” (Recta horizontal)

Observemos los siguientes graficos y eso nos ayudard a reflexionar al respecto...

B

—] ——

4 4

x=-2 x=3
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A continuaciéon tenemos algunas rectas para graficar. Podemos controlar con
las claves de respuestas dadas.

Actividad
a) y=2x-3 Rta:corta enx=3/2e y=-3
1
b) y=—§x+4 Rta:corta en x =8 e y=4
c) 2x-4y=1 Rta:corta en x=1/2 e y =-1/4
d) 4y-3x=2 Rta:corta en x=-2/3 e y=1/2

RECONSTRUCCION DE LA FUNCION LINEAL

En muchas ocasiones se tiene que determinar la funcion lineal a partir de dos
puntos conocidos. Una de las maneras de lograr la funcidn correspondiente,
es utilizando el mismo modelo matematico, es deciry =ax + b

Conocerlos puntos pordonde pasalarectasuponeconocerlos paresordenados
correspondientes (x ;y). Por lo tanto, si se reemplazan dichos valores en el
modelo planteado, segun corresponda, queda un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas: “a” y “b” que puede ser resuelto por cualquier método
gue conozca: sustitucién, igualacidon, suma o resta, etc, dichos métodos se
plantean mas adelante.

Observemos que los datos son justamente, valores de las variables “x” e “y”
(pares ordenados). Por lo tanto para llegar al modelo lineal se debe determinar
sus coeficientes “a” y “b”.

Analicemos el ejemplo siguiente: determinar y graficar la funcién lineal que
pasa por los puntos P1( -1; 2) y P2( 1; 3).

Siempre es conveniente plantear los puntos en el sistema de coordenadas
cartesianas y trazar la recta previa a los calculos aritméticos para determinar
los valores de los coeficientes “a” y “b”. Esto nos permitira ver claramente el
signo del coeficiente angular que debe obtener de acuerdo a la inclinacién
de la recta, y ademas el valor de “b” (ordenada al origen), aproximadamente.
Siempre debe realizar los cdlculos en forma analitica.
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Entonces, sustituyendo los valores de las variables “x” e “y” en el modelo
lineal, (y =ax + b) nos queda el siguiente sistema:

2=(-1la+b
3=(1)a+5
Para resolver este tipo de sistema, el método mas adecuado es restando una

ecuacion de otra, miembro a miembro. Recordemos codmo debe efectuarse la
resta en expresiones algebraicas (términos semejantes).

2=(-1la+b

- Restando miembro a miembro como corresponde
3=[lla¢ + b

—1=-2a — De donde se puede despejar “a” coeficiente

angular o pendiente

a= P Reemplazando este valor en cualquiera de las ecuaciones anteriores,
se obtiene analiticamente el valor de “b” (ordenada al origen).

k-
+

o n

Una vez obtenidos los valores de los coeficientes “a” y “b”, sélo queda armar

la funcién. Entonces, el modelo lineal que corresponde es: 1 3

= —x+—
u 2 2
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El modelo lineal se utiliza mucho en ciencias econdmicas e ingenieria para
representar diferentes situaciones que hacen a la operatoria de la empresa.
Es por esta razdn que debe manejarse con idoneidad para poder comprender
y sacar conclusiones cuando se transfiere a estas ciencias.

El problema que a continuacién se plantea persigue ese objetivo.

La empresa Betta S.A , de acuerdo a la Legislacion de Riesgo del Trabajo,
paga en concepto de ART un monto fijo mensual de $ 2000, y a su vez una
tasa variable de $ 35 por empleado.

Determinar la funcidn lineal que representa el costo en concepto de ART de
esta empresa.

Graficar dicha funcién.

¢Qué representa la ordenada al origen de dicha funcion?

¢Cualesel costosiel staff de laempresa esta compuesto por 100 empleados?

éCuantos empleados trabajan en la empresa si el costo de ART es de
$125007?

Para resolver los diferentes items, primero deberemos asignar una variable
que represente la cantidad de empleados que puede llegar a tener la empresa.
A esta variable la simbolizamos “x”, y a la funcién costo la representamos con

o,on

y”.
Tengamos en cuenta que en el modelo deben figurar no sélo los costos
variables por empleado sino también el monto fijo.

Entonces, si x: cantidad de empleados y se abona $35 por cada empleado,
mas el monto fijo, el modelo lineal puede ser planteado como:

y = 35+ 2000

Griéfico:

8000

y =35 x + 2000
6000 -

4000 -
2000

0 . . ‘ : .
0 35 70 105 140 175

Observemos el grafico y analicemos: el valor de la ordenada al origen
corresponde al monto fijo que debe pagar la empresa.

Para determinar el costo de 100 empleados, sdlo debemoss tener en cuenta

au.,n

cudl es la variable que representa al nUmero de empleados, en este caso “x”.
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Entonces, valuando la funcidn, segln corresponde, se tiene:

y =35.(100) + 2000
Yoo, = $3500

En este item la pregunta es sobre la cantidad de empleados que deberia
tener la empresa para afrontar un costo de $ 12500. Entonces se debe tener
bien claro qué variable del modelo representa a ese costo. Por lo tanto:

12500 =35.x+ 2000
12500-2000=35x

10500
35
300 = x

Por lo tanto, cuando el costo en ART es de $ 12.500, la cantidad de empleados
es 300.

PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

Los términos del titulo se refieren a la relaciéon que guardan dos rectas entre
si.

Para pensar y reflexionar

La pregunta es: ¢ Cuando dos rectas son paralelas entre si? ¢ Qué condicién se
debe presentar para que sean paralelas?

Podemos resolver estos interrogantes con las herramientas adquiridas y con
el lenguaje pertinente.

A continuacion tenemos un grafico y las expresiones analiticas
correspondientes a esas rectas.

Observemos atentamente los coeficientes angulares o pendientes de cada
una de ellas y comparalos. Luego elaboremos las conclusiones al respecto.

[—y=20-2 ——y=2+3]

e WIANR) = @D = PR e 3D 0
L T SR T |

Y
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Otra pregunta es: ¢Cuando dos rectas son perpendiculares entre si? ¢Qué
condiciones se deben cumplir? ¢Como se relacionan entre si los coeficientes
angulares de cada una de las rectas?

Con el siguiente ejemplo trabajemos de la misma forma que en el caso anterior.

Importante

A modo de conclusion:

“Dos rectas son paralelas entre si, cuando sus coeficientes
angulares son iguales”.

Si y, =a +b esparalelaa y,=a,+b, ,entonces:

Observemos que las ordenadas al origen, son siempre diferentes, éPor qué?
¢Qué ocurre si las ordenadas al origen también son iguales? ¢Se trataria de
una recta paralela o de la misma recta?

Importante

“Dos rectas son perpendiculares entre si, cuando sus coeficientes
angulares son reciprocos y de signo contrario”

Si y,=a,+b, esperpendiculara y, =a,+b, ,entonces ,--1

@y

Observemos que cuando las rectas son perpendiculares entre si las ordenadas
al origen de cada una de ellas pueden o no ser iguales. ¢Por qué?
Veamos los siguientes ejemplos:

1
a) Dada la funcién lineal * = 5“3’ , encontrar la recta paralela a la misma
y que pasa por el punto (1; -1).
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Para resolver el planteo anterior, se utiliza siempre el modelo lineal
caracteristico: y=a.x+b.

A partir de los datos podemos determinar el coeficiente angular, teniendo en
cuenta las condiciones de paralelismo. Esto es: a = .

Reemplazando dicho coeficiente angular y los valores del par ordenado del
punto dado en el modelo, se obtiene el valor de “b” (ordenada al origen).

1
H= Ex”’ Esto, corresponde a reemplazar la pendiente por la condicién
planteada de paralelismo.

i 12(1}+b Reemplazando ahora el par ordenado en la ecuacion.

Operando

algebraicamente, obtenemos la
ordenada al origen.

b) Dada la funcién: y = —lx—Z determinar la recta perpendicular a la misma
y que pase por el punto (-1;0).

Utilizando el mismo razonamiento y la condicién de perpendicularidad, se
plantea la ecuaciéon para determinar el coeficiente “b”.

La pendiente de la recta dada es—1 , entonces, la pendiente de la recta
perpendicular que buscamos es 3. Reemplazando convenientemente, la
pendiente y el par ordenado en el modelo lineal, se obtiene la ordenada al

origen. 0=3 (_1) +b

b=3
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La funcion perpendicular a la dada, y que pasa por el punto(-1;0)es
y=3x+3

Estetipo de ejercitacion se reforzard un poco mas enlas actividadesindividuales
gue te propondremos mas adelante!
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j Actividad Individual

ACTIVIDADES DE EJERCITACION Y PROBLEMAS DE LA CLASE 5

Resolver las siguientes ecuaciones de 12 grado:

a)x(x—1D.(x-2)=(x-1)° Ria: 1
Jr:+2 xr+
] +7 71
b) I Ria: -
3 2 3 19

17
d) %[2x+2)+%x=§(1+x}—4 Ria: _?
E)x—l_x+2+x+1=3 Rta 12
4 5] 20 5
f 3. W _PReE 2 g A
el T T 3
g) E?I=3[2x—%]+2tl Rfa: -3

Resolver los siguientes problemas, con un planteo pertinente:

a) Hallar un nimero sabiendo que su triplo excede a su mitad en 15.
Rta: 6

b) Se desea cortar un alambre de 18 metros de longitud en dos pedazos, tal
qgue uno de ellos tenga una longitud que sea el triple de la del otro. ¢Cudles
son las longitudes de los alambres?

Rta: 13,5 (metros) y 4,5 (metros)

c) Si del total de paginas de un libro dedico 1/15 para reproducir fotografias y
dibujos y quedan 434 hojas. ¢ Cuantas paginas tendra el libro?

1
Rta: x- Ex = 868 asea x = 930paginas
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d) Una botella y su tapa cuesta $6 y la botella cuesta 5 veces el valor de la
tapa. ¢Cudl es el precio de la botella y de su tapa?
Rta: tapa: $1y botella: $5

e) Un librero dice: Vendi un libro, un cuaderno y un lapiz por $54. Por el
cuaderno le pagaron el doble del valor del lapiz; por el libro 12 veces lo que le
pagaron por el cuaderno. ¢ Cudnto cobré por cada articulo?

Rta: lapiz $2, cuaderno S4 y libro $48.

f) Un sefior tiene 32 afios de edad mas que su hijo y dentro de 24 afios su edad
sera el doble que la de su hijo. ¢Qué edad tiene el padre ahora?
Rta: 40 afos.

En un mismo sistema de coordenadas cartesianas ubicar los siguientes
pares ordenados:
(0;1) (3;0); (2;1/3) (-3;-7); (1/2;-6) (-5;1/5)

Indicar cual de las siguientes funciones son lineales:

a) Sy d) Ry
2 3

2
b) V=03 B R

1 e
5 W B

Indicar, cudl o cuales de los siguientes pares ordenados pertenecen a la

funcion: y-5
T =X

a)  (-3;14)
b) (2-1: 13/2)
c) (0:5)
d) (-1;8)
e) (-5/3 : 0)

) (375 1)
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Graficar las siguientes funciones lineales:

1
a) y:§x+4

Xty ol
2 2

b)

c) Jx=x+2

d) 2x+y=3+2x

f) y=-3x+¢6

g) y=x
h) y-x+1=0

. 1 . .
Dada la funciéon y =——x + 4 determinar la recta paralela y perpendicular
a la misma, y que ambas’pasen por el punto (4 ; 0) respectivamente.

éCémo se interpreta la igualdad f(3) =57?

a) Que laimagen de 3 es 5.

b) Que la funcién valuada en 3 es 5.

c) Que el valor de la funcién es igual a 5 cuando x es igual a 3.
d) Todas las anteriores son correctas.

e) Ninguna de las anteriores es correcta.

Encontrar la funcién lineal de acuerdo a los siguientes datos y graficarla:
a) Pasa por los puntos (-3; 2) y (1/2; 7)
b) Pasa por los puntos (0; 3) y (1;-1)

c) Su pendiente es —2 y pasa por el punto (3 ; -1/4)
d) El coeficiente angular es 4/5 y pasa por el punto (-4 ; -2)
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Dada una funcién f(x) =a x+ b en donde “b” es positivo y “a” es negativo,
indicar cual de las siguientes afirmaciones es verdadera:

a) Cuando la variable independiente disminuye, la funcién disminuye.
b) La recta corta al eje de ordenadas en su seccidn positiva.

c) La recta corta al eje de las abscisas en su seccion negativa.

d) La recta corta al eje de las abscisas en x = a.

e) El punto (0 ; - b) pertenece a la grafica de la funcién.

Reconstruir las funciones a partir de los siguientes graficos y los datos que
en ellos estan explicitados

a) 15 - 54
10 | 41
=
5_.
a ; . 21
4 3 2 1_5E 1 2 3 4 1
-10 A T T D 1
15 4 -3 -2 1_1_ 1 2 3 4
¢l 3.
s}
5 | J
‘]_
4 3 2 —11 1 2 4
-2 T T 1
-2 B
s
E)

:K

1

[ N P
1
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9) 5 - )

2 1 _
514 - ]

Btas: b) y=3 c)x =3
B ai=50
. ISg¥ty p==Zuwd
d)y=-—x+8
2 h) 1 2
= S
% 3 B
] 32 g
T
< 2 3
Resolver los siguientes problemas de aplicacién.
a) El costo de fabricar 120 articulos es de $ 3000, mientras que si se

producen 200 articulos, el costo es de $ 4500. Suponiendo un modelo de

costo lineal, determinar la funcion costo y graficar.

Fta: CTx) =1875x+ 750

6000 -
2230 1
43500 A
3750 A
3000 +
2250 ~
1300 1

750 1

Costo Total

0 100 200

300 400

cantidades producidas
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b) La empresa JJ decide vender 50 calefactores, si el precio por unidad es de
$150. Si el precio aumenta a $200 por unidad, la empresa esta dispuesta
a vender 150 calefactores. Determinar el precio en funcidon de la cantidad.
Graficar.

Rta: P= %q +125

B00 -

500 -

400 +

300 -

Precio

200

100 -

0 200 400 E00 s00
Cantidad

c) El costo en concepto de Luz y Energia que la empresa ZZ debe enfrentar por
mes, esta compuesto por dos conceptos; por un lado la empresa debe abonar
un monto fijo de $500 por bimestre y a su vez por cada kilowatt consumido en
el bimestre la empresa debe pagar $S0,50. Encuentre la funcién Costo Total y
grafiquela en un sistema de coordenadas cartesianas.

Rta: T =0,50x + 500

800

00
BOO
500
400 4
300
200 4
100 4

13

.

Costo de energ

1 100 200 300 400 500

kllowe att consumidos
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Palabras de cierre

Estfimados esfudiantes, comenzamos en esta
segunda etapa con ecuaciones y  funciones.
Tengamos en cuenta siempre el algebra elemental
que frabajamos anteriormente. En cada céalculo que

fengamos que hacer, esftara siempre presente.

Todavia quedan por revisar algunas funciones

elementales que se han trabajado en el nivel
mMedio.

Recordemos que al comienzo de nuestra proxima

clase tendremos un fiempo para evacuar fodas

las dudas que surjan al frabajar solos.

iSuerte! y hasta el préximo encuentro.
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Objetivos especificos
Recuperar el concepto de ecuacién y hacerlo extensivo a sistema.
Internalizar los métodos de solucién de sistema de ecuaciones lineales.
Afianzar la destreza en resolucion de ejercicios y problemas sencillos.
Utilizar la terminologia adecuada.
Interpretar consignas.
Lograr estima entre compafieros y docente.

Contenidos
Sistema de ecuaciones lineales.
Definiciéon y solucidn.
Método grafico.
Métodos analiticos: determinantes, igualacion, sustitucién y reduccién.
Un problema de aplicacién de sistema de ecuaciones lineales.
Actividades individuales de ejercitacién y problemas.
Palabras de cierre.

Esquema conceptual: vinculacion de contenidos Clase 6

SISTEMA DE ECUACIONES maiBlase Es un sistema con dos ecuaciones
& g

LINEALES lineales 6 ecuaciones de primer grado

¥

con dos variables, donde cada una de

ellas representa una recta.

Se resuelven

ppr:

A) Método grafico

B1) Determinantes

Como los siguientas B2

)
) lgualacion
® B3) Reduccion
B4) Sustitucion

L | B)Meétodos analiticos

Se utilizan
Para:

Y

RESOLVER

ciertos B i
- Ejercicios
Economia,
o Modelizando situaciones en
Problemas > Fisica, Quimica, Biologia,

Ingeniaria, etc.
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Observemos el siguiente ejemplo:
x+y=1 [1 :l
—x+y=1 [2)

La expresion anterior muestra lo que es un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incégnitas.

Para pensar y reflexionar
¢Como podemos explicar con lenguaje apropiado el por qué de su nombre?
Para responder tengamos en cuenta:
¢Qué es un sistema?
¢Qué es una ecuacién?
¢Qué sugiere el término lineal?
Observemos las dos igualdades. Cada una de ellas es una ecuacién lineal con

au.,n o, n

dos incognitas “x” e “y”.

DEFINICION Y SOLUCION

Se dice que “un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas es un
par de ecuaciones de primer grado con dos variables bajo la forma:

ax+by=1¢ (1) con:a, by, a,, b, € R, denomin ados " coeficiengs”
¢,.¢, €K amados "términ os independianes”

a,x+by=c,(2) x, y,variables o tncdgnitas

La solucidn es el par ordenado (x ; y) que satisface simultdneamente ambas
ecuaciones”, (Arya-Larder, 2009).

Para pensar y reflexionar
¢Qué implica entonces resolver un sistema de ecuaciones lineales?
¢Qué métodos son reconocidos como validos para hacerlo?

Dijimos en la presentacién que un sistema de ecuaciones lineales se puede
resolver con dos métodos diferentes:

A) METODO GRAFICO

Si recordamos que cada una de las ecuaciones representa una recta, vy si el
sistema tiene una solucion Unica, evidentemente existe un par ordenado (x;
y) que satisface a ambas ecuaciones. Graficamente ese par ordenado que
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satisface a ambas ecuaciones, es el punto de interseccidn entre ambas rectas.
Para ayudarnos, observemos el grafico que representa al sistema planteado al
principio, e intentémoslo nuevamente:

Seguramente debes recordar que los sistemas de ecuaciones lineales se
pueden clasificar en:

Compatibles o consistentes: con una o infinitas soluciones.
Incompatibles o inconsistentes: sin solucidn.

Esto se interpreta graficamente de la siguiente manera:
El sistema con una solucién unica, corresponde a dos rectas que se cortan
en un punto. El punto de corte es precisamente la solucién del sistema.

Ya

S

) (xv)
X \.'.: X

Nota: este fue el caso que presentamos como ejemplo en el parrafo anterior.
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Este sistema se dice que es consistente de solucidn Unica.
El sistema con infinitas soluciones corresponde a dos rectas superpuestas o

iguales. Por lo tanto todos los puntos sobre las rectas (que son infinitos), son
solucion del sistema.

y'l.

/

¥

Este sistema también es consistente de infinitas soluciones.

Y finalmente:
El sistema sin solucién corresponde a dos rectas paralelas. Por lo tanto al
no cortarse nunca no aportan soluciones al sistema de ecuaciones planteado.

¥

&

L J
=4

e

Este sistema es inconsistente, es decir sin solucion.

B) METODOS ANALITICOS

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales existen varios métodos,
entre los cuales podemos mencionar el método de sustitucion, igualacién,
determinantes, por reduccion y otros que se plantearan en el cursado de la
carrera.

Algunos de estos métodos de resolucion fueron estudiados, en el nivel medio,
por lo tanto puedes acceder a cualquiera de ellos consultando la bibliografia
utilizada en su momento.
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Estos métodos no agotan la totalidad de maneras de resolver un sistema de
ecuaciones. Por razones de practicidad solamente se plantean el método de
determinantes, igualacion, sustitucién y de reduccion.

B1) METODO DE DETERMINANTES
Dado el sistema:

ity==2 (1)
—x+y=0 (2

¢En qué consiste el método?

Comosunombreloindica, paraencontrarlosvalores de “x” e “y” que satisfacen
a ambas ecuaciones, debemos formar un cociente entre dos determinantes.
Un determinante numerador y otro denominador.

Los elementos que componen un determinante estan ubicados y ordenados
por filas (en lo horizontal) y por columnas (en lo vertical).

Dichos elementos son los coeficientes que se encuentran en las ecuaciones.
La pregunta es ¢como ordenarlos?

Observemos el desarrollo del método en el ejemplo y trate de llegar a alguna
conclusion.

CI TI CI ::}F'.'. CI LR,

Loy '

CTI

2 1 | —* Coeficientes 1° ecuacion

0 1 | — Coeficientes 2° ecuacion

o]
Il

1 \: 1 | —— Coeficientes 1° ecuacion

-1 1 Coeficientes 2° ecuacion

C : coeficiente
C. Tl: coeficiente término independiente

C. “y”: coeficiente de “y
C.”x”: coeficiente de “x”

No perdamos de vista que para cada incégnita existe un cociente entre
determinantes. Comparemos los determinantes denominadores para cada
incégnita, équé observamos? Dichos determinantes son iguales y reciben el
nombre de determinante principal.

¢Como se ordenan los coeficientes dentro de ese determinante?
Observemos los coeficientes de las incdgnitas en las ecuaciones, volvamos
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al planteo y analicemos las posiciones de los mismos en el determinante
principal.

Ahora visualicemos cémo se construyen los determinantes del numerador,
denominados determinantes secundarios.

Los coeficientes de “x” estan ubicados en la primera columna, en el mismo
orden que tenian en las ecuaciones originales.

Los coeficientes de “y” estdn ubicados en la segunda columna, respetando el
mismo orden anterior.

¢Como se conforma entonces el determinante numerador?

Comparemos nuevamente la columna que pertenece a la incégnita buscada
en el determinante numerador con la correspondiente en el determinante
principal (denominador).

¢Qué ocurrié con los elementos? ¢Por qué valores fueron reemplazados?
Observemos que la otra columna no fue alterada.

Importante

Conclusion: los determinantes del numerador, denominados
secundarios, se construyen de la siguiente manera:

En los de la incagnita “x”, se reemplaza a los coeficientes de “x”
por los de los términos independientes y los coeficientes de “y”
quedan tal cual, es decir, como se posicionaron en el determinante
principal.

En los de la incdgnita “y”, reemplaza a los coeficientes de “y” por
los términos independientes y los coeficientes de “x” quedan tal
cual, o sea, como se posicionaron en el determinante principal.

Quizas con una sola lectura, este desarrollo parezca complicado. Volvamos a
leerlo detenidamente y analicemos lo expresado en palabras con el desarrollo
del ejemplo resuelto.

El problema ahora es resolver cada uno de esos determinantes. Por supuesto
gue cada uno de ellos se resuelve operando de la misma manera.

En los determinantes planteados, estan sefialados con una linea llena los
extremos opuestos del determinante (de derecha a izquierda) y conforman lo
gue se denomina diagonal principal de un determinante. La linea en cambio
denotada con puntos se denomina diagonal secundaria.

El valor numérico asociado a ese determinante, es la diferencia entre el
producto de los elementos de la diagonal principal, menos el producto de los
elementos de la diagonal secundaria.

Observemos cdmo se opera:
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Entonces el valor de “x” que satisface al sistema de ecuaciones es unoy el
valor de “y” que satisface al sistema de ecuaciones también es uno; que sea el
mismo valor es sdélo pura coincidencia.

Ambos valores conforman un par ordenado: (1; 1), el cual representa un
punto en el plano. Dicho punto es donde se intersectan las rectas del sistema
planteado cuando éstas son graficadas en el mismo sistema de coordenadas

cartesianas, como lo muestra el grafico siguiente:

':."=)CZ—'—"':."=-X+2

A continuacién tenemos un ejemplo resuelto, lo utilizaremos como
autoevaluacién. Es decir, resolvamos solos, y si no llegamos al resultado
correcto, observemos y comparemos nuestro trabajo con el ejemplo.
Busquemos y determinemos el error. jSuerte y adelante!

{—3,-{—4}::5 (1)

—x-2y=2 (2)

5 —4
_ 2 -2 _ Benl-[ae9] JEHE B ST

3 4| [=neEn]-[-ne-n] -4 3

-1 -2

— 3 )

2 [ 5elElens] | _sbas A =
YU a T [EacnFlenen)” -4 2

-1 -2
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Por lo tanto, el par ordenado: (-1; - %), representa la solucién analitica del
sistema de ecuaciones. Grafiguemos ambas rectas en el mismo sistema de
coordenadas cartesianas y comparemos el par ordenado con el punto de
interseccién de las mismas. Recordemos que deben coincidir.

Siempre que resolvamos un sistema de ecuaciones, verifiguemos los resultados
alosquesearribd. ¢ Qué significa verificar? Simplemente, debemos corroborar
que los puntos que encontramos sean correctos, es decir, que verifiquen
ambas ecuaciones del sistema y ademas sea el punto de interseccién entre
ambas rectas.

Para pensar y reflexionar
En los dos ejemplos dados, ¢ se puede decir si el sistema es consistente o
inconsistente? De ser consistente, é cuantas soluciones admite, una o infinitas?

B2) METODO DE IGUALACION
Dado el sistema:

x+y=2 [1)
—x+y=0 (2

Como se puede ver, hemos planteado el mismo sistema de ecuaciones que
se utilizé con el método de determinantes. A través de un método distinto, se
debe llegar al mismo resultado. Es importante que trabajemos siempre con
aquel método que nos resulte mas sencillo.

Para pensar y reflexionar
¢En qué consiste el método de igualacion? ¢Qué supone igualar? ¢Qué
elementos pueden ser igualados?

Como sunombre loindica, el proceso de resolucion busca igualar dos variables
presentes en el sistema para poder reducirlo a una sola variable y encontrar asi
una de las incégnitas. Luego se utiliza ese valor para obtener la otra incégnita.
Para poder igualar se debe tener alguna de las dos variables de la ecuacion
despejadas. En tal sentido, libremente elegimos qué variable despejar, es
indistinto, aunque es recomendable que despejemos la variable “y”, pues
de ésta manera, ya tendremos el modelo lineal para llevarlo al grafico. No
olvidemos los conceptos algebraicos de trasposicién de términos de un
miembro a otro para despejar correctamente.

Entonces, despejando la variable “y” el sistema es:

y=2-x
y==x
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Ahora que tenemos la variable despejada se puede igualar los segundos
miembros, ya que si “los primeros términos de las ecuaciones son iguales
entre si, entonces los segundos también lo son”:

R =i

Queda formada una ecuacién lineal de una sola incégnita. Operando
algebraicamente se encuentra el valor de “x”. Entonces:

¢Como encuentra el valor de “y”? ¢En cual ecuacidn debe reemplazar?
Como el valor de “x” verifica ambas ecuaciones al mismo tiempo, se puede
reemplazar tanto en la primera como en la segunda ecuacién (es indistinto).
Entonces:

V=l
= dimd
=l

Como se ve, el par ordenado, solucidn de éste sistema es (1; 1) como se
comprobd anteriormente.

B3) METODO POR SUSTITUCION
Dado el sistema:

r+y==2 (1]
ey 0 (2)

Para pensar y reflexionar

¢Como opera el método de sustitucion? ¢ Qué es sustituir?

El método por sustitucidn busca resolver el sistema de ecuaciones a través de
“sustituir” o reemplazar en una ecuacion, una variable por otra, para que se
reduzca a una ecuacion lineal con una sola incégnita.

Nuevamente para poder sustituir, debemos despejar una de las variables,
lo cual es indistinto. No es necesario que despejemos la misma variable de
ambas ecuaciones, basta simplemente que despejemos una variable en una
de las ecuaciones.

Por ejemplo, si se despeja la variable “y” de la ecuacion (1)
Se obtiene: y = 2 — x. Luego se sustituye la expresidn anterior, en la ecuacién
(2) y esta se reduce a una ecuacién lineal de una sola variable, con lo cual,

operando algebraicamente se determina el valor de “x”.

Observemos a continuacion:
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X=l
Reemplazando el valor de “x” en la ecuacion (1), se determina el valor de “y”.
y=2-x (1)
yv=2-1
y=1

El par ordenado soluciones entonces, el punto (1; 1).

B4) METODO POR REDUCCION

Para resolver sistemas de ecuaciones por éste método, también conocido
como método de suma y resta, utilizaremos el siguiente ejemplo:

Dado el sistema de ecuaciones:

—3x—dy=5 (D)

e S T (2)

Para pensar y reflexionar

¢Como estan ordenados los elementos del sistema? ¢ Dénde se ubican “x”, “y”
y los términos independientes de las ecuaciones?

¢Es necesario que siempre se mantenga dicho orden?

Para resolver el sistema es conveniente trabajar ordenando las variables en un
miembro y los términos independientes en el otro miembro de la igualdad. El
orden que elijamos en la primera ecuacidn, se debe mantener en la segunda.
¢Qué busca el método de reduccion?

Como su nombre lo indica, el objetivo que persigue es reducir el sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas, a una sola ecuacidon con una sola
incdgnita. Para ello, es necesario “reducir” o eliminar una de las variables, por
la operacién suma o resta entre las ecuaciones. Pero, écomo se logra esto sin
alterar el sistema?

Ahora bien, cuando una ecuacién se multiplica por una constante distinta de
cero, en ambos términos de la igualdad, ésta no cambia. El propdsito que se
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O

persigue es eliminar una de las variables sumando o restando una ecuacién de
otra, por lo que los coeficientes de dicha variable deben ser iguales, pero de
signo contrario, para cuando se efectle la suma o resta, segun corresponda,
esta variable se elimina (ya que su coeficiente sera cero) y el resultado
obtenido es una ecuacidn de una sola incégnita. Entonces se propone seguir
los siguientes pasos:

Importante

B Multiplicar a alguna de las dos ecuaciones por una constante
distinta de cero.

B Restar o sumar miembro a miembro de la ecuaciéon (1), la
ecuacion (2), de acuerdo al signo de los coeficientes, para eliminar
la variable.

B Operar algebraicamente para obtener el valor de la otra
incognita.

B Sustituir el valor de la incégnita determinado, en una de las
ecuaciones planteadas, paralograr el valor de laincégnita faltante.

Analicemos el siguiente ejemplo:
Se multiplica a la ecuacidn (2) por tres y luego se resta, entonces:

-3x-4y=5 () —3x—-4y=5 () ;;7Cuidade come
Festemos
HD:> EXpresiones
algebraicas!!!
—x-2y=2 (D) —3x—fy=6 (2
0+ 2y=-1

El sistema se redujo a una ecuacion con una sola incégnita, de la que se deduce
que: y=-%.

Sustituyendo dicho valor en cualquiera de las ecuaciones (generalmente
reemplazamos en la ecuacion que no hemos utilizado aun), se encuentra el
valor de la otra incognita:

- 3x -4 —l i
2
—3x+2=5
x:—E:—l
3

El par ordenado solucion del sistema planteado es: P (-1; - %)

Por ahora, sélo planteamos sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incdgnitas, debido a que sistemas mdas complejos como de tres o mas
ecuaciones con tres o mas incognitas, o bien sistemas mixtos, superan el
objetivo perseguido en este curso y serdn planteados, en las asignaturas
correspondientes en la carrera elegida.

A continuacién tenemos algunos sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas para que resolvamos por el método que nos quede mas cdmodo...
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14

iéLo hacemos?!
Contamos con las respuestas para que podamos controlar los resultados
obtenidos:

Actividad

@) x+br=1 oy chz'[—E'lJ
2x—by=-7 (2 ' 2

b] iomton=8 (1 R‘m:(lﬁ)
dx—-2v=-2 (2

el 2z—-4y=10 (1) Ra: (1,-2)
3x+6y=-9 (2

d) Zy=—6x+8 (1) Ria o (1:1)

(2)

S =5y

Importante
Para cualquiera de estos métodos analiticos vistos, se debera
tener en cuenta que:

0. x =0 = gist. con inf initas sof.

0. x =4 = sist. sin sof.

UN PROBLEMA DE APLICACION DE SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
Veamos el siguiente caso:

La empresa “Genius” S.A. estd interesada en determinar el nivel de
produccidén a partir del cual la compafiia obtiene utilidades. Las funciones
costos e ingresos de la empresa son las que se detallan a continuacidn:

CT(x)=10x4+ 500
Liae=dlam

Para que la empresa obtenga utilidades, es necesario que el nivel de ingresos
sea superior a los costos totales en que incurre la firma.
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Para pensar y reflexionar
éComo deben ser los ingresos en relacidon a los costos, para que la empresa
no presente ni pérdidas ni ganancias?

Observemos el grafico, analicemos la tabla y relacionemos ambos. Esto nos
permitird llegar a la conclusion correspondiente y responder la pregunta
anterior.

Nivel de Produccian C7T {x) IT {x)
1] 30 1]
1 35 15
2 40 30
3 45 45
4 a0 B0
] 55 75
E

Costos/Ingresos

15 1

(=]

Nivel de Actividad

— T —— ITix)

¢Qué representa el punto “E”?

Encontrar el “Punto de Equilibrio” supone hallar el nivel de produccién para
el cual los costos totales de la empresa son iguales a sus ingresos totales. Esto
quiere decir que en el Punto de Equilibrio, la utilidad de la empresa es igual a
cero.

¢Qué quiere decir esto desde el punto de vista matematico?

Para responder a ésta pregunta reflexionemos un momento:

¢Qué representan las funciones costo e ingreso? ¢ Conforman ellas un sistema?
¢Qué supone resolver analiticamente un sistema de ecuaciones? ¢{Qué es
dicho punto de equilibrio?

Estas funciones son lineales y conforman un sistema lineal que se puede
resolver utilizando los conocimientos previos. Entonces, el punto de equilibrio
es el par ordenado (x, y) que verifica ambas ecuaciones. Por lo tanto lo que
debemos hacer, es resolver el sistema (analiticamente) por cualquiera de los
métodos expuestos anteriormente.

Propongamonos resolverlo aqui por el método de igualacién, aunque somos
libres de elegir otro método.
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s
x4 30= 159

El método de igualacidn, pone en evidencia el concepto econdmico del punto
de equilibrio.

Luego, operando algebraicamente:

Sx—-15x=-30

—10x=-30

xr=13

¢Qué significa “x=3"?

Esto significa que cuando el nivel de produccién es 3, los costos y los ingresos
son iguales.

Pero no debes olvidar que al hablar de punto, debemos indicar no sélo el

valor de abscisa (“x”), sino también el valor de ordenada (“y”).
Reemplazando en cualquiera de las funciones (tanto costos como ingresos)

se obtiene:
CT(x) = 5x +30
CT(3) = 53430
OT = 45

Es decir que 45 es el valor que asumen los ingresos o los costos para un nivel
de produccion igual a 3.

¢Qué sucede en un nivel de produccion inferior al de equilibrio? ¢Y en un nivel
superior?

Como podemos apreciar en el grafico, en un nivel de produccién inferior al
de equilibrio, por ejemplo cuando se producen 2 unidades, los costos de la
empresa son superiores a los ingresos que ésta puede generar. Por lo tanto
podemos decir que la firma estd en una zona de pérdidas.

Por el contrario, cuando la empresa produce en un nivel superior al de
equilibrio, por ejemplo 4 unidades, los costos son inferiores a los ingresos, la
compaiiia esta en una zona de ganancias.

Verifiquemos analiticamente cuales son los costos y los ingresos para un nivel
de actividad (produccién) igual a 2 y 4.
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j Actividad Individual

ACTIVIDADES DE EJERCITACION Y PROBLEMAS DE LA CLASE 6
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales de primer grado con
dos incégnitas en forma analitica practicando los distintos métodos analiticos.

| 2 At il
x=-y-—-3
Fig (2.-1

2—2>5x—-4dy=1
2x+dy=-2
Rea: (- 1f7:-37)
3= xf34+yf2=14
xf3—yfd=-1
R (12,200

Graficar algunos.
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> or=2v=rll
dx+3y=-16
Ria : (—65/23,— 36/23)

5—=(1/3x+(2/3)y =2

(/6)x—(5/6)y=-3
Ria  (12.6)

H—2x+4y =14
x+2y="1

Fia it initas solucione,

7= x+35y=8

xfa4 =19
Fia s soducion

B —=3x+y=2
2x—v=73

Un camidn puede llevar 16 cajones de mercaderias A y 4 de las B. Si se
quitan 6 cajones de la A puede poner uno mas de la B. ¢ Cual es el peso de los
cajones Ay B si el camién puede cargar 4800 kilogramos?

Rta: 120 y 720 respectivamente.

La suma de dos numeros da 13 y su diferencia es 9. ¢Cudles son esos
nimeros?
Rta: 11y 2.

Si se aumenta en 2 [cm] el largo y el ancho de un rectdngulo, el perimetro
resulta de 24 [cm]. Si el largo se disminuye en 2 [cm] resulta un cuadrado.
¢Cuales son las dimensiones del rectangulo?

Rta: 5 [cm] y 3[cm].

He comprado dos herramientas de distintos precios. La herramienta A
cuesta $200 menos que el doble de lo que cuesta la B, y ésta vale $40 mas que
A. ¢{Cuanto pagué por cada herramienta?

Rta: $120y $160.
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Determinar la edad de un sefior y la de su hijo sabiendo que la del primero
es el cuadruplo de la del segundo y que el padre tiene 24 afios mas que su hi
jo.

Rta: 32 y 8 afios.

Un sefior pagd por un lote de 12 caballos y 14 vacas $3800 y por otro lote
de 5 caballos y 3 vacas $1300. ¢ Cuanto pagé por cada caballo y cada vaca?
Rta: $200 y 100 respectivamente.

El costo total diario (en ddlares) de producir “x” sillas esta dado por:
C(x) =2,5x+ 300

a) Sicadasilla se vende a S 4. ¢Cual es el punto de equilibrio entre los costos
y los ingresos?

b) Si el precio de venta se incrementa a $ 5 por silla. ¢Cual es el nuevo punto
de equilibrio?

c) Sise sabe que al menos 150 sillas pueden venderse al dia. ¢Qué precio
debera fijarse con el objetivo de garantizar que no haya pérdidas?

Rta: a) El punto de equilibrio de verifica en (200 ; 800)
b) El punto de equilibrio de verifica en (120 ; 600)
c) El precio deberia ser $ 4, 5.

Palabras de cierre

Estimados estudiantes: nos espera otra semana con
bastante trabajo por realizar, pero a no desanimarnos
porgue somos capaces de hacerlo.

Ademas, como los temas desarrollados en esta
clase estdn en vinculo directo con la clase anterior,
lograremos facilmente cumplimentar las distintas
actividades propuestas.

No olvidemos, como siempre, anotar fodas las
inquiefudes que surjan a la hora de trabajar solos,
para resolverlas en el proximo encuentro.

iNos vemos!
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Objetivos especificos.

Comprender el concepto de ecuacidn de segundo grado.

Afianzar la destreza en la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

Reconocer una funcién cuadratica.

Graficar una funcién de cuadratica.

Reconstruir el modelo matematico a partir del grafico de una funcion
cuadratica.

Utilizar la terminologia adecuada.

Interpretar consignas.

Lograr estima entre compafieros y docente.

Contenidos

Definicidn y resolucién de la ecuacién de segundo grado.

Ejemplos de distintas formas de solucién.

Propiedades de las raices de la ecuacién de segundo grado.
Expresion factorizada de la ecuacion de segundo grado.

Funcidn de segundo grado.

Casos particulares de la funcién de segundo grado.

Reconstruccién de la funcién de segundo grado a partir del grafico.
Actividades individuales de ejercitacién y problemas.

Palabras de cierre.
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UCCI

Esquema

Clase 7:

=1
utilizan
pars

conceptual de la vinculacion de los contenidos de la

ECUACION DE
SEGUNDO GRADO

Y resolvers

¥

Es calcular el valor o los valores
de la incognita de tal manera gue
satisfaga la igualdad planteada

g,C:'-m:-'?l

Através de la farmula de la
resalvente:

iQué e a?l

Inaigualdad que presenta una
incognita elevada ala potencia dos:

ax +bxrc=Ocona=0

GRADO

FUNCION DE SEGUNDO

iQueé ea}

y relaciona

“curva” conocida como parabola

Un modelo matematico que
representa graficamente una

Yalores de la variable
independiente “x°, con la variable

dependiente o funcion <"

Resolver problematicas en distintas disciplinas, modelizando para cada situadon
en particularuna ecuacion cuadratica o una funcion cuadratica, que represente
la realidad planteada
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Definicion y resuolciéon de |

ecuacion de sequndo grada

Observemos el siguiente ejemplo:
2 _
x5 =58x4+6=10
La expresion planteada, es una ecuacién de segundo grado.

Para pensar y reflexionar

éPor qué utilizamos el término ecuacién? ¢Por qué de segundo grado? ¢ Cual
es la potencia de x en cada uno de los términos? ¢ Cual es el término de mayor
grado?

Tratemos de responder con terminologia pertinente, cada uno de los
interrogantes.

La ecuacién de segundo grado se presenta en general como:

axt +bx+c=0

Donde a, b y ¢ son coeficientes numéricos y:

“a” se denomina coeficiente principal porque es la constante que acompana
a la variable de mayor grado presente en la ecuacion.

“b” es el coeficiente del término de primer grado en la ecuacion, y

“.n
C

se denomina término independiente.

Importante

Recordemos que cuando a = 1, jla expresion anterior se llama
reducida!

Nota que si bien a, b y ¢ son constantes, a y b se los denomina
coeficientes y no simplemente constantes.

Para pensar y reflexionar

¢Cual sera la diferencia entre una denominacién y otra?

Veamos... se denominan coeficientes a aquellas constantes que multiplican
a una variable en una ecuacién, para significar justamente que no es una
constante cualquiera.

La expresidn anterior representa a la forma completa de la ecuacion de
segundo grado. éPor qué completa? ¢Estdn presentes todas las potencias
decrecientes de x, desde dos hasta cero?
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Para pensar y reflexionar
Observemos que las siguientes expresiones representan también ecuaciones

de segundo grado. ¢ Cual es su particularidad?

a) @ +bx =0

¢+ Cual es el dnico
coeficiente que no puede

b) ax® +¢=0 ser cero? jPor qué?

c) ax* =0

Estas expresiones son formas incompletas de la ecuacion de segundo grado.
¢Qué le sugiere el término incompleto? ¢Qué términos le faltan a cada una
de ellas?

Y si ahora nos proponemos pensar en resolver una ecuacidn cuadratica...
équé supone resolver una ecuacion de segundo grado? ¢ Cuantos valores de x
satisfacen la igualdad? ¢ Qué significa el término raiz de una ecuacion?
Resolver implica encontrar los valores de la variable que satisfacen o verifican
la ecuacion (o igualdad), es decir, determinar aquellos valores de x que hacen
qgue al reemplazarlo, el valor numérico de la ecuacion sea cero.

@ Importante
El Teorema Fundamental del Algebra indica que todo polinomio
de grado n, tiene n raices que hacen cero al polinomio. Estas
raices pueden ser de distinta naturaleza, por lo tanto, recuerda
qué se quiere significar con naturaleza de las raices.

La ecuacidon de segundo grado, entonces tendra dos raices que verifican la
igualdad, de acuerdo a lo que plantea el Teorema Fundamental del Algebra.
Para determinar las raices de una ecuacién de segundo grado, se utiliza una
féormula que ya conocemos:

o _ —b+ bl —darc
1.2

’ 2.4

Observemos ahora el término que figura en el radicando: b2 - 4.a.c. Este
término recibe el nombre de discriminante de la ecuacién de segundo grado.
¢Qué indica dicho término? ¢ Qué supone discriminar desde el punto de vista
matematico?

El significado de éste término esta intimamente ligado a la naturaleza de las

raices de una ecuacién de segundo grado.
Asi, el discriminante puede ser: mayor, menor o igual que cero, es decir:
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b*—dac=0 (Expresidn positive)
B —dac=0 (Expresidn  nula)
b*—dac<0 (Bxpresion negativd)

Las raices de la ecuacidon de segundo grado pueden ser reales y distintas,
reales e iguales o complejas conjugadas. Este comportamiento de las raices
esta asociado precisamente con el signo del discriminante.

Para pensar y reflexionar
Podemos asociar el signo del discriminante con la naturaleza de las raices de
la ecuacidn... pensemos, analicemos y luego elaboremos una conclusion.

Veamos... toda ecuacidon de segundo grado tiene dos valores de x que la
resuelven. Dichos valores se denominan raices de la ecuacién y pueden ser:

a) Reales y distintas, si: b*—dac>0
b) Reales eiguales, si: B*—4ac=0
c) Complejas conjugadas, si. p* —4.gec<0

Recordemos que las raices complejas conjugadas son dos y estdn compuestas
por una parte real y otra parte imaginaria.

Veamos los siguientes ejemplos con la intencidn de aclarar...
a) Determinar las raices de la ecuacion: 2
x4+ 2x-5=10.

Para determinar las raices se utiliza la férmula y con lo cual se debe reconocer
cada uno de los coeficientes. Entonces:

-2+ /4-43(-5
b=z () - 20 -

c=-5
— 24460 I:D — 2t /6d
g=——— Kpy=———
& &
x %zl
—218/'
L2 =
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Respuesta:
n
g O sea, reales y
5 e
Kar—ita distintas.
3 o
® Para pensar y reflexionar
éCoincide la naturaleza de las raices que obtuvimos con el signo del

discriminante de la ecuacion?

b) Determinar las raices de la ecuacion:
x—6x+9=0

Para buscar las raices con la formula, debemos reconocer que:

¢ Coémo se denomina la ecuacion
que tiene como coeficiente
principal a 1?

Veamos como calculamos...

b f(—6) —4.1.(8
O x,- | ;1 B

n =3 | Osea,

_5iﬁ#36—35E> _6J_rD/
T g R

i \ - reales e
x, =3 | iguales.
-
® Para pensar y reflexionar
¢Coincide la naturaleza de las raices que obtuvimos con el signo del

discriminante de la ecuacion?
c) Determinar las raices de la ecuacion: __z
) P 42x+2=0

Si reconocemos los siguientes coeficientes como:
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a=1

_ -2 4-412
b=2 D

2
- —-2x./4-8 —2%+-4
xmo=-=1+i
— 4%
Xjg = 22_23 Es decir, complejas y conjugadas.

Kpmiilie i

Para pensar y reflexionar

¢Qué ocurrié con el discriminante? ¢Cual es su signo?

Observemos ahora la estructura algebraica del ejemplo que se presenta a

continuacién, si bien no responde a

la forma mas sencilla de la ecuacién de

segundo grado, cuando se opera algebraicamente para determinar la minima

expresion se llega a una ecuacion de

segundo grado.

d) Determinar las raices de la ecuacion:

Jimdy  Daed

-3 2x-0

(x—11{2x-6)=(2-x)(-3)

(2% — 6= 23+ 6) = (—6+3%)

(2x° —8x+6) = (—6+ 3x)

2% —8x+6+6-3x=0

26 —11x+12=10

Entonces los coeficientes son:

¢ Como se resuelve una proporcion?

(4]
T
i
= O
T
[15)

Tengamos presente que para multiplicar
polinomios se debe aplicar la propiedad
distributiva.

Siempre se debe llevar todo a la minima
expresidn. Para ello, agrupa términos
semejantes.

Mo olvidemos que el pasaje de términos de un
miembro de la igualdad a otro en sumalresta,
£qué ocurre con los signos de los mismos?

Di-117 -4.2.12

a=2
b=-11 L)  x,=""
c=12

XLQ =

112 121- 86
4

2.2

11+.25
|::) ) T

4
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+ Es decir, raices reales y distintas.

Vamos con otro ejemplo...
e) Determinar las raices de la ecuacién: 4.2 | va =y

Observemos que este ejemplo responde a una de las formas incompletas de
la ecuacidn de segundo grado. ¢ Cual es el término que falta?

Veamos una manera de calcular las raices de la ecuacion, sin la necesidad de
utilizar la formula de la resolvente vista anteriormente. El procedimiento es
mucho mas simple y evita confusiones y errores comunes en los que puedes
incurrir al utilizar dicha férmula.

Relacionar
Recordemos que el concepto de factor comun ya visto en clases anteriores y
apliquémoslo a la ecuacidn planteada...

5
Entonces:  x.i4x+ E) =/

Cuando existe un producto que esta igualado a cero, basta que sea cero uno
de los dos factores, por vez. Es decir, que puede hacerse cero el primer factor
6 el segundo y de ésta manera el producto siempre dard cero y se verificara la
igualdad. Por lo tanto se puede calcular las raices de la ecuacidn, igualando a
cero cada uno de los factores para encontrar el valor de x que hace cero cada
factor y por ende, verifica la ecuacién.

Siigualamos a cero el primer factor: x =0, entonces una raiz es, x1=0.
Si igualamos a cero el segundo factor y despejamos segln corresponda,
obtenemos la otra raiz, es decir x2.

Entonces:
dx +E =il
E
dai= —E
4
O :D
L S — [I] g =—m—
I v
X1=0 y X =— = Las raices son reales y distintas.
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Verificamos que se llega al mismo resultado si utilizamos la féormula para el
calculo de raices y decide cual método es mas sencillo para utiliza.

Otro caso es:

f) Determinar las rai I i6n: ..2 _

) Dete ar las raices de la ecuacié Ix° =27 =0

Este ejemplo también responde a una forma incompleta de la ecuacién de
segundo grado, pero ¢cudl es el término que falta?

Relacionar

Contamos con otra manera de calcular las raices de la ecuacion, simplemente
utilizando conocimientos algebraicos anteriores como por ejemplo intentar
despejar la variable x...

352 -27 =0
It =27
=0

=3 y x=-3 } De nuevo, raices reales y distintas.

Debemos recordar siempre que toda raiz de indice par y radicando positivo
tiene dos resultados posibles. jPor eso el doble signo!

Sigamos con otro ejemplo...
g) Para que la ecuacion ax2 + 12x + 36 = 0 tenga 2 raices complejas conjugadas,
équé valor puede tomar el coeficiente a?

Para pensar y reflexionar
Intentemos pensar cuales son los datos que disponemos y qué herramienta
podemos utilizar para responder al enunciado. jLo podemos hacer!
Si una ecuacion de segundo grado tiene raices complejas conjugadas, implica
gue el discriminante de la funcidon debe ser menor que cero.
Simbdlicamente:

b —dpe <0

Reemplazando los datos que obtenemos del enunciado, nos queda:

(12)° - 436.2 <0

y resolviendo convenientemente:
144 — 144 2 <10
144 <144 o
l<a & a3l

Por lo tanto, para que la ecuacion de segundo grado tenga raices complejas
conjugadas, jel coeficiente principal a debe ser mayor que uno!
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A continuacion tenemos algunos ejercicios para practicar:

Actividad
a) 2lrz i) = Sl Fta complajas conjugadas
x x+2
Bix+Dizx-3=-3 Rl x,=2yx, =0
S xlr—3=2x42 R xy=-2yx,=-1
dyxix+3) =50x Ria . xy=2yx,=10

PROPIEDADES DE LAS RAICES DE LA
ECUACION DE SEGUNDO GRADO

Conocer como se relacionan las raices de una ecuacion de segundo grado con
los coeficientes de la misma, es muy importante, ya que conocidas las raices,
se puede reconstruir dicha ecuacion.

Si llamamos x1 y x2 a las raices de una ecuacién de segundo grado que
responde a la estructura general: ax2 + b x + ¢ =0, siempre se cumple que:

—h &

Utilizando las igualdades anteriores y tomando a como 1 (uno) salvo que
se consigne lo contrario, se puede reconstruir la ecuacidn correspondiente,
denominada forma reducida de la ecuacidn.

Veamos los siguientes ejemplos:
a) Si los valores de las raicesson: x1=3 vy x2=-1

3+(-1)=— Recordemos que suponemos que
a = 1 salvo que se aclare lo contrario.

3-1=-%
bh=-2

Y luego

[

B

(=1 :
—-3=r
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Una vez determinados los coeficientes a, by ¢, se reconstruye la ecuacién
.3 i |
como: 42 _ 9y _ 3 = iy esta es la respuesta!

Importante

Es importante que conozcamos bien la ecuacion general y el lugar
que ocupan cada uno de los coeficientes, o bien, a qué términos
corresponden cada uno de ellos, para finalmente reconstruir la

ecuacion.

b) Nos dan los valores de las raices, pero...

A Observemos que se indica
e el valor de “a” coeficiente
a5 principal de la ecuacian.
—h
3+-0)= —
(=3) 5
— b
i-0=— £
2 3(=0 = 5
(-2.2==&
(-10)2=¢
—-4==p

T

Entonces la respuesta es: 2x°+ 4x—30=10

EXPRESION FACTORIZADA DE LA ECUACION
DE SEGUNDO GRADO

Conocer las raices de la ecuacion de segundo grado también es util para
poder factorear dicha ecuacidn. Recordamos qué significa factorear, é¢verdad?
Entonces, la ecuacién de segundo grado se puede escribir como:

ax’+bhx+c= a. (o — x (X — x,)

El primer miembro muestra la forma polindmica de la ecuacién de segundo
grado, mientras que el segundo miembro muestra la ecuacién factorizada, ya
planteada en la Clase 3!

A continuacion tenemos algunos ejemplos para pensar:

) 3t _Ex—9=10

Para poder factorizar ésta ecuacidn, se necesitan conocer sus raices.
Verifiguemos que ellas son: x1=-1y x2=3.
Por lo tanto:

- fx-0=3(x+1ix-3)
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Esto significa que conociendo las raices de la ecuacion de segundo grado
podemos reconstruir la ecuacién polindmica (forma reducida: coeficiente
principal 1), realizando el producto correspondiente, con los factores que se
determinan a partir de la estructura factorizada de la ecuacidon de segundo
grado y su relacidn con las raices de la misma.

b) x*+9=0

Sitratamos de encontrar las raices despejando simplemente, (o silo preferimos
utilizando la férmula de la resolvente), encontraremos que ésta ecuaciéon no
tiene raices en el campo real, sino que son complejas conjugadas.

Para pensar y reflexionar
¢Cémo factorizamos entonces la ecuaciéon? ¢ Podemos hacerlo?

Unir conceptos

Cuando las raices de la ecuacidn de segundo grado no son reales, es decir que
son complejas conjugadas, la expresion polinédmica no puede factorizarse, es
decir que estamos en presencia de un polinomio primo o irreducible, el cual
ya estd en su minima expresion. Debemos recordar un caso de divisibilidad,
planteado en la Clase 4. El ejemplo responde justamente a ese caso.

éEsto implica que el polinomio no tiene raices? Todo lo contrario, como
demuestra el Teorema Fundamental del Algebra, todo polinomio de grado dos,
tiene dos raices. En este caso particular las raices son complejas conjugadas
y no hacemos ningun analisis sobre ellas, en esta instancia. Quizas en alguna
asignatura de la carrera volvamos sobre el tema en particular.

c) A partir de los siguientes datos, reconstruir la ecuacion correspondiente:

n=-Y
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al(x—-x N x-x,)=10

-
e
R
(-t-9)-

Recordemos como
se efectla el
producto entre
polinomios. .

Expresion polindmica de la ecuacion de segundo grado.

Importante

A modo de conclusion podemos decir que dadas las raices de
una ecuacion de segundo grado, se puede llegar a construir la
ecuacion correspondiente utilizando las propiedades de las
raices, o bien, planteando la expresion factoreada y resolviendo

dicha expresion.

A continuacion contamos con algunos ejercicios para practicar, en relacion a
los dos ultimos temas vistos. iNo olvidemos controlar tus resultados con las

respuestas brindadas!

Actividad

Encontrar las ecuaciones de segundo grado con las condiciones:

A PR 8

Bx=50,x=1Tyc=170

i B G P

Rta x*—5x+6

Big 2x% = 24x+70

Rta x* —4x+4
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FUNCION DE SEGUNDO GRADO

af +hx+e=0 Ecuacion de Segundo Grado

ax' +hx+c=y

Funcion de Segundo Grado

Para pensar y reflexionar

¢Cual es la diferencia entre las expresiones anteriores? ¢Qué sugiere la
aparicion de la variable y? ¢ Depende esta variable y de los valores que asuma
X? ¢Se puede asegurar que y depende de x? ¢Por qué se denomina funcién a
la segunda expresiéon?

Identifiquemos los elementos de una funcién de segundo grado:

y=ax +bx+c

| i

Variable dependiente Término Independiente
o funcién. Variable independiente

Coeficiente principal * Término Lineal

Esta expresidn es funcidon porque es una relacién en la cual a cada elemento
del domino (x), le corresponde una y solo una imagen. Es decir que a cada
valor posible de x le corresponde un valor de y.

El valor que asume la variable dependiente o funcién, esta condicionado o
estd en funcion del valor que asume x, es decir de la variable independiente.
Tengamos presente que el objetivo de modelizar con funciones matematicas
las situaciones econémicas 6 propias de lasingenierias, es podervolcarlasenun
grafico, sino pierde toda utilidad. Todas las herramientas que adquirimos en las
clases anteriores deben ser para elementos que nos ayuden a graficar y poder
interpretar en un grafico una realidad determinada, independientemente de
la ciencia de que se trate.

¢Qué nombre recibe la gréafica de la funcidn de segundo grado? La curva recibe
el nombre de parabola.

Como toda funcion, puede ser representada en un sistema de coordenadas
cartesianas en el cual se ubica a los valores de la variable independiente en el
eje de las abscisas (x) y al de la funcion en el eje de las ordenadas (y). Ahora,
esta curva presenta una particularidad, écudl era?

A los fines practicos o de resolver problemas, hacemos una aclaracion muy
importante. Si bien a los coeficientes de la funcién cuadratica los generalizamos
como a, b y ¢, esto no invalida que en otras funciones de aplicacién pueden
estos coeficientes o también las variables estar representados por otro tipo
de simbologias que sean ilustrativas de realidades econdmicas, fisicas, etc.
Debemos saber cémo reconocer y operar con el modelo cuadratico, mas alld
de lo que estén midiendo las variables bajo andlisis.
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Observemos los siguientes casos, analicémoslos detenidamente relacionando
los coeficientes de cada uno de los términos de la funcién con su
correspondiente grafica.

Realicemos lo propio con la naturaleza de las raices de la ecuacion de segundo
grado asociada a la funcién.

a}yz.xz—ﬁ,x—l—ﬁ

¢Cémo se obtiene dicho grafico?

Una primera aproximacion consiste en analizar el signo del coeficiente principal
“a” con la orientacidn de las ramas de la parabola. Como “a” es positivo, y en
este caso igual a 1, las ramas de la parabola son siempre hacia arriba.
¢ldentificamos los pares ordenados mas importantes de la funcidon? ¢ Cdmo se
obtienen dichos puntos? ¢ Cdmo hacemos para encontrar el punto de corte con
el eje de las ordenadas, es decir con el eje y, qué valor debe asumir la variable
x? Si nos ubicamos en el grafico podremos ver que para que la funcion corte al
eje y es necesario que la x valga cero. Por lo tanto para encontrar ese punto se
reemplaza x por cero en la funcién dada y se resuelve aritméticamente segun
corresponda, como se muestra a continuacion:

»{0) = (0"~ 6(0)+5
y(0) =5

Entonces cuando x =0, y =35, se obtuvo el primer punto (0; 5).
Observemos: 5 es el valor del término independiente, es decir el coeficiente ¢
el cual, indica el punto de corte de la parabola con el eje de las “y”.

¢Como se determinan los puntos de corte con el eje x?
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Retomemos el razonamiento ya utilizado anteriormente o bien observemos el
grafico y pensemos qué valor debe asumir y para que la curva corte al eje de
las abscisas.

Para que esto ocurra, la variable y debe valer cero. Por lo tanto, si queremos
conocer los puntos de corte con el eje de las x deberds hacer cero el valor de
y. Entonces no queda: D= x% —6x L5

Observemos que la ecuacion planteada es de segundo grado. Dicha ecuacién
es la ecuaciodn asociada a la funcién. Esto quiere decir que conociendo sus
raices, estas representan los puntos de corte de la curva al eje x.
Corroboramos que las raices son -1y 5. De alli que los puntos que muestra la
grafica son: j(- 1; 0) y (5, 0)!

Por ultimo, se puede observa otro punto importante que es (3; -4) que
corresponde al vértice de la parabola. Al ser un punto en el plano tiene
asociadas coordenadas (x,; », ) . Dicho punto se calcula utilizando una férmula
gue nos permite encontrar el valor de x correspondiente a ese vértice como:

=g
I”_-Zﬁ
Que en nuestro ejemplo seria:
s pedia0)
2.1
B3

Y si observamos nuevamente el grafico podremos ver que ese valor calculado
anteriormente, también puede obtenerse como la semisuma o el promedio

de las raices, es decir:
T I+ X

' 2
Para poder fijar el punto vértice en el plano como corresponde, se debe
determinar también el valor de y. Por lo tanto una vez calculado el valor de x
del vértice se debe calcular el y del vértice. Existe una férmula para obtener

dicho valor deducida de la misma funcién, pero no es necesario estudiar de
memoria ninguna férmula mas.

Recordemos que la funcidn y depende de los valores de la variable
independiente x, por lo tanto para determinar su valor basta con que se
reemplace el valor de x del vértice en la funcidn dada y asi obtener el valor de

y correspondiente. Entonces: _ 2
.}’v - CI.(.IF) +b(xv)+ c
Retomando el ejemplo es: y, = (9)2 6345
¥, =9-18+5
y, =4

Asi, el punto vértice de la pardbola es: (3; -4).
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Para pensar y reflexionar

¢Quéimportancia tiene el punto vértice de la parabola? ¢ Qué relacién guardan
las ramas de la pardbola respecto de una recta vertical (paralela al eje y) que
pasa por ese punto vértice? ¢ Qué entendemos por eje de simetria?

Si observamos el grafico veremos que las ramas de la pardbola son simétricas
con respecto a su eje de simetria.

Luego, con sdlo ubicar unos pocos puntos se puede esbozar el grafico (a mano
alzada) de una funcién de segundo grado con bastante precisién.

b) V=—%x +6x-9

Tiene por grafica:

Verifiguemos los puntos que a continuacién se detallan:
xp =3 : :
Raices reales e iguales.
Tl
a=-1 (coeficiente principal negativo).
) i

4 ] Coordenadas del punto vertice.
M=

Para pensar y reflexionar
¢Qué conclusion podemos obtener respecto de la naturaleza de las raices de
la funcion y el punto vértice de la parabola? ¢La grafica corta al eje x en ese

punto? ¢Qué sucede con el discriminante de la ecuacién de segundo grado
asociada a la funcion?
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Como podemos ver, las ramas de la pardbola son hacia abajo debido a que el
coeficiente principal es negativo.

¢Qué sucede con el punto de corte al eje x?

La funcién no corta al eje, sino que lo toca y se vuelve. Esta caracteristica de
la funcién de segundo grado se da cuando la misma tiene raices dobles, es
decir que la raiz es dos veces el mismo valor. Como las raices de la funcion son
reales e iguales, el discriminante de la funcién en dicho caso es igual a cero:

b:—dac =
36 —4.(-1).(-9)=0
Una caracteristica de las funciones de segundo grado, que presentan raices

reales e iguales, es que estas coinciden con el x del vértice de la pardbolaey
del vértice siempre es cero.

c}y=x2+2x+2

—_
L]
|

L e P e T A T R = B )

1
=
1
Lay
'
]
1
—_
]
—_
ot
—_
]
Lat
=

1
[ 2]
L

Analiza, los puntos que se detallan a continuacion.

n=—141 . .
! - Raices complejas conjugadas.
.7.’2 =—=1-1

a = 1 coeficiente del término de mayor grado positivo.

Coordenadas del punto vértice.
S|

En los casos en que la funcion no corta ni toca, al eje de las abscisas x, puede
ser necesario confeccionar una tabla de valores para aproximar el grafico,
como se muestra a continuacién:

]
P | M| =

-2

Este es uno de los pocos casos en que se aconseja confeccionar una tabla.
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Para pensar y reflexionar
¢Qué podemos concluir respecto de la grafica y la naturaleza de las raices de
la ecuacion de segundo grado asociada a la funcién?

Esta grafica no corta ni toca el eje de las x porque no tiene raices reales. Se dice
entonces que la parabola vuela por arriba o por debajo del eje de abscisa
cuando las raices son complejas conjugadas. Por lo tanto, el discriminante de
la ecuacidn asociada es menor que cero. Compruébalo tu mismo!

Para pensar y reflexionar

Comparemos los items entre si para establecer una relacién entre la grafica
de la funcién y la naturaleza de las raices de la ecuacion de segundo grado
asociada a la misma. Analicemos el signo del coeficiente de mayor grado con
el comportamiento de las ramas de la grafica correspondiente.

Actividad

Intentemos realizar un cuadro sinéptico que relacione todos los elementos
analizados con el tipo de gréfica que corresponda. jVamos! jContamos con la
capacidad para hacerlo!

CASOS PARTICULARES DE LA FUNCION DE
SEGUNDO GRADO

Los ejemplos proporcionados a continuacién tienen por objetivo analizar
exhaustivamente, para elaborar nuestras propias conclusiones.

a}y=x2—3x

10

[ ]
-
-
b
e
da
”
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Para realizar el analisis correspondiente tengamos en cuenta:

El signo de “a”

écudles son las raices de la funcion?

las coordenadas del punto vértice

¢qué sucede con el término independiente?

Utilicemos también todos los conocimientos para trabajar la forma incompleta
de la ecuacion de segundo grado, asociada a la funcion, y determinar las raices
sin la utilizacion de la férmula de Bascara o de la resolvente.

iVamos con el anélisis!

Al ser el coeficiente principal positivo, las ramas de la pardbola van hacia
arriba.

El término independiente es igual a cero, el corte con el eje y debe ser cero.
A su vez las raices (o ceros) de la funcién son 0 y 3, valores en los cuales la
funcién corta al eje de las x, por ser reales y distintas.

b) y=x"+1

Podemos apreciar que esta funcion es también incompleta. ¢ Cual es el término
que falta? Realicemos todos los razonamientos necesarios para justificar la
grafica que presenta.

c)y=x" A yp=4x*

Con estos ejemplos muy particulares de la funcién de segundo grado, vemos
como se pueden analizar las diferentes parabolas que tienen como vértice
el origen del sistema de coordenadas, de acuerdo al valor del coeficiente
principal “a”.

No olvidemos tener presente cada uno de los elementos brindados en parrafos
anteriores, eso nos ayudara a sacar las conclusiones para cada grafico
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|
2 4
3 4 a=1
-4 4
® Para pensar y reflexionar
¢Qué efecto produce en la grafica un incremento del coeficiente principal?

Podemos apreciar en el grafico que cuando el coeficiente principal es mayor
a uno, la parabola es mas cerrada y las ramas se acercan mas al eje de las
y. ¢éQué ocurre si el coeficiente principal es menor a uno? ¢Cémo seria el
comportamiento de las ramas de la parabola si la compara con lasdey = x%?
Intentemos llegar a una conclusién, planteando un ejemplo cualquiera.

Al igual que en las otras funciones en las que el término independiente es
cero, esta funcidn corta el eje y en cero. Las raices de ésta funciéon son: x 1 =

0 y x2=0, por lo tanto al ser una raiz doble no corta al eje de las x, sino que
“toca” al eje, y ademas es el vértice de la parabola.

RECONSTRUCCION DE LA FUNCION DE
SEGUNDO GRADO A PARTIR DEL GRAFICO.

El objetivo que se persigue ahora es lograr el modelo matematico que
corresponde a una curva planteada. Por ejemplo:
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Para pensar y reflexionar
é¢Como debemos razonar para que a partir de este grafico, obtengas la funcién
de segundo grado o modelo matematico correspondiente?

En muchas oportunidades, sobre todo cuando se trabaja con datos concretos
obtenidos a partir de la realidad, se grafican esos datos y a partir de la curva
obtenida, se trata de encontrar un modelo matematico que la represente. Por
lo tanto es importante que conozcamos y que manejemos los razonamientos
apropiados para tal fin.

Una manera de comenzar a razonar desde la curva al modelo matematico es a
partir de funciones ya conocidas como la funcidn lineal y la funcién cuadratica.
Para hacerlo es necesario identificar los puntos conocidos del grafico y a partir
de alli comenzar a relacionarlos con los conceptos que corresponden a la
funcién cuadratica.

En este grafico en particular se visualizan las raices de la ecuacién y el término
independiente. Entonces, los datos que se pueden obtener desde la curva

son: c=12
I1=_3

x, =—4

A partir de la forma factorizada de la ecuacién de segundo grado:

i a(x— xl).(x _xz)

Se puede reconstruir la funcidn.
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Se debe tener presente que el valor de “a”, es decir el coeficiente principal, no
se conoce, pero es factible determinar cual es su valor por las propiedades de
las raices, que si conocemos y el valor del término independiente “c”. Es decir:

c
==
@
12
Fae=2
o
12
7 S
12
a=1

Reemplazando el valor de “a” y las raices en la expresion factorizada, segun
corresponda, y efectuando las operaciones indicadas se llega al modelo
polinédmico de la funcién dada.

y=1r-(=3)[x- (-
y=@+ﬂ&+@
y=x'+4x+30+12
y=x' +7x+12

}

Esta es la forma polindmica o modelo matematico correspondiente a la curva
dada.

Para pensar y reflexionar
¢Cudl seria otra manera de resolverlo?

¢Podria ser a partir de las propiedades de las raices...? Si puede ser, recordemos
entonces que:

L [

Los datos siguen siendo los mismos:

Ca= il d
..'-'i.-g—_‘q'

Utilizando la propiedad del producto de las raices, se determina el valor de
“a”, como en el caso anterior. Una vez determinado “a”, con la propiedad de
la suma de las raices, se puede determinar el coeficiente “b”. Es decir:

- b

—3-4=_"
1

—T=—b
b=7
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Reconstruyendo la funcion a partir de la determinacion de sus coeficientes, la
funcion es:

y=x +7x+12

Revisemos el procedimiento utilizado para resolver el ejercicio y tratemos de
resolver la ejercitacidon que se ofrece en las actividades pertinentes.

Despues de tan arduo trabajo, compartimos otro pensamiento:

“Los libros no piensan por nosotros, son instrumentos que nos
hacen pensar”.

Actividad individual
ACTIVIDADES DE EJERCITACION Y PROBLEMAS DE LA CLASE 7

Encontrar la solucién de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)x’ —9=0 Rta: x =3 A Xg=-3
b) K5 =0 Rra: x1=-v'r§ I x2=—\E
2 1
c) 3x" +x=0 Fig & xFr= A xzz—g
2 1
dy 12x" +4x=10 Ry sgi=D o xzz_g
1 2
ey — =0 Rta: xy=o0 A Xy=0
) ¥ -x-6=0 Rte: x=-2 A Xy =3
2 3 3
g) 4x° -12x+9=0 Riags Hpe=n— PO
2 2
h) x* +36=0 Rta: x, =061 A Xy =01

Dada la siguiente ecuacion: 2 -3 x=2x(x—2), indicar la respuesta correcta:

a) Tiene dos raices reales e iguales.

b) Tiene dos raices reales y distintas.

c) Tiene dos raices complejas conjugadas.
d) Ninguna de las anteriores.

Factorear las siguientes ecuaciones de segundo grado:
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a) - 8l=1
) xf—Gr=10
c) —2x' —8x-8=10
d) —xi+2x-1=10
) xt-2xr-3=10

f) P12+ 7x=10

Reconstruir la ecuacion de segundo grado, segun corresponda, en cada

caso:
E:] X = ¥ A= 2

b) =4 xp=1 coeficiente del término de mavor grado- a= 1/3
c) X1.X2=95 vy N+xa2=-3/5

d) =2 y 2x-16x+c=0 entonces. c="7

£) =2 Xz=-3 v 4x2+bx -24 =0 entonces: b="7

Resolver los siguientes ejercicios de acuerdo a las premisas de cada caso:

Para que la ecuacion: 3.x2 + 2 x + c = 0 tenga 2 raices reales y distintas, qué
valor debe tomar c?

2 = ’ . 7
Para que la ecuacién 3% +8x+2=0 tonoa 2 raices reales e iguales, qué
valor debe tomar b?

Resolver las siguientes ecuaciones:

2
a) SR Rl aga== A Ey=Y
r-1 2x+1  1-42°
b) 2 L | Rte: x=4 LA

1—4_x+2_—f+2x+8
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P10 - =z 1
c) & ma i g Ra: g=-= nox, =4
xr—3 x43 -0 2
d) i Ria: =10 L R
¥+l x-1
&) it ] 4x—4=1+x Ra: x =10 noox =2
1-x xr-1
2

i+2 x-1 (x+20x-1)

Resolver los siguientes problemas con el planteo correspondiente.

El producto de dos nimeros consecutivos, menos 30 es igual a 12. ¢Cuadles
son esos numeros?
Rta: 6y -7

¢Cual es el nUmero cuyo cuadrado disminuido en 20 es igual a 8 veces ese
ndmero?
Rta: 106 -2

El producto de dos nimeros consecutivos es 240. ¢ Cudles son esos nUmeros?
Rta: 15y 16 6 -15y-16

El producto de dos numeros consecutivos pares es 360. ¢ Cudles son esos
nameros?

Rta: 18 y 20

Graficar las siguientes funciones:

1 4
=_x
gr
1, 4 4
h =——x't+_r+=
) . 3 3 3
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Si una funcién cuadratica f(x) = a x2 + b x + ¢; se anula (corta al eje x) para
dos valores reales y distintos, indicar cudl de las siguientes afirmaciones son
ciertas.

b>4.a.c

b2>4.a.c

b2<4.a.c

b<4.a.c

Ninguna de las anteriores.

Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas, para la
funcién cuadratica: f(x)=4x2-5x +7

Pasa por el punto (7 ; 0)

No corta al eje de las ordenadas.

No corta al eje de las abscisas.

El vértice se encuentra en (5/2; 19/2)
Ninguna de las anteriores.

Indicar cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas para la

funcién: f(x)=x2—-4x +4
Los ceros de la funcién son para; ¥1= %2 ==12

Corta el eje de las ordenadas en : - 4
Las ramas de la pardbola son hacia arriba.
Pasa por los puntos: (-2;0)y (2;0)
ay b son correctas.
ay cson correctas.
Ninguna de las anteriores.

L " N +2 .
En la funcién cuadratica: f(x) =ax = 18x+27. o producto de sus raices
es 9y la suma de sus raices es — 6. Determinar el valor de a.
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Identificar los siguientes graficos explicitando la funcién cuadratica:

Y Y
o bz
.-
34
2 .=z
1
o ; T &
+ 3 z 1 1 z 3 L 3 Z 1 [ 1 z 3 +
4 1
24 2
= 3
-4 +
~ i
c) d)

2]

- W
-'-J—Nurlhm-ﬂbﬂ\f—__ﬁ-"!f

; , r
-1 1 z 3 . 5 5 7
=
1 i
e) L
z 5 7
2 - 1 2 k
44
Ee

Representar graficamente la funcién luego de reconstruirla a partir del

cuadro.
f(2) f (4) f (0) Vértice
0 0 16

Programa de Ingreso - UCC 137



ucc | UNIVERSIDAD
Cartorica pE CORDOBA

Palabras de cierre

Estimados estudiantes, estamos practicamente
ferminando este recorrido que iniciamos juntos
hace ya siete encuenfros. Tratemos, dentro de
nuestras posibilidades y esfuerzo, de revisar los
femas frabajados para salvar fodas las dudas
que se presenfen y asi lograr un examen final con

éxito, jjjtal como se lo merecen!!!

iSuerfe y adelante!

iNos vemos!
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Objetivos especificos.

Comprender el concepto de ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Afianzar la destreza en la resolucién de ecuaciones exponenciales vy
logaritmicas.

Reconocer una funcidn exponencial creciente 6 decreciente.

Reconocer una funcion logaritmica creciente 6 decreciente.

Graficar funciones exponenciales y logaritmicas.

Utilizar la terminologia adecuada.

Interpretar consignas.

Lograr estima entre companferos y docente

Contenidos

Ecuaciones exponenciales.

Ecuaciones logaritmicas.

Propiedades de los logaritmos.

Funcidn exponencial.

Funcidn logaritmo.

Actividades individuales de ejercitacion y problemas.
Palabras de cierre.
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Esquema conceptual de la vinculacion de los contenidos de
Clase 7:

a

iQué as?

ECUACION EXPONENCIAL —* | Unaigualdad que presenta una base que es
una constante elevada a un exponente que

esla incbanita, al menos en uno de sus
Resalvera

términos.

. oh o e Como?
Es determinarelvalordela incognita &

de tal manera que satisfaga la L
igualdad planteada.

1. Trabajando la ecuacion como exponencial
v algunos conceptos algebraicos.
2. Utilizando logaritro v sus propiedades.

- - iQuges? Una igualdad que presenta a la incognita
ECUACION LOGARITMICA E— tanto como argumento, resultado o base del

logaritmo.
Resolera l

Es determinar el valorla incognita de
tal manera que satisfaga laigualdad | ™ | decir log (by=n <= a"=b

;Coma? 1. Proponiendo la definicion de logaritmo, es

planteada 2. Utilizando propiedades de los logaritmaos.
FUNCION EXPONEMNCIAL Inversas entre si FUNCION LOGARITMICA
- -—
o Siempre que y=lngﬂ[xj
las basas s=an
2Qué as? lgusles iQué as?
i Y Y
Funcian trascendente creciente Funcién trascendente creciente si

si la base es mayor que 1 la base del logaritmo es mayor a

O comportamiento decreciente
cuando la base esta comprendida
entre cero y uno.

O decreciente si la base esta | ous
comprendida entre cero y uno. | Significa}

v

Analiticamente &l dominio de una S= obsarva qus Graficamente las curvas son
de ellas corresponde alaimagen de - simétricas respecto a la funcion
la otra y viceversa identidad. “y =x"
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Ecuaciones exponenciales

A partir de los siguientes ejemplos, analicemos detenidamente y tratemos de
indicar por qué a este tipo de ecuaciones se las denomina exponenciales.

1

a) 3'=1 1 T
4
x £
&) 5*wosep d) &J +4=20
® Para pensar y reflexionar
¢Tienen estas expresiones algebraicas elementos comunes entre si? Si eso

ocurre, ¢guardan una ubicacién determinada?

Veamos... cada una de las igualdades anteriores presentan algo en comun,
basicamente en lo relacionado con la ubicacion de la variable independiente.
En todas, ademas, dicha variable se encuentra como exponente en alguno
de sus términos, con la caracteristica que su base es una constante, es decir
un numero real. Por esa estructura algebraica es que a estas ecuaciones se
las denomina exponenciales y estan comprendidas dentro de un grupo de
funciones que se denominan trascendentes.

@ Importante
Resolver una ecuacidon exponencial supone determinar el valor
de la variable independiente x tal que la igualdad se cumpla,
como ocurre con cualquier tipo de ecuacion.

Para encontrar la solucion en el ejemplo a), resulta evidente el valor de x,
ya que la pregunta seria: ¢A qué valor se debe elevar la base 3 para que el
resultado sea “uno”?

@ Importante
Recordemos que todo valor elevado a la potencia cero es igual a
. o 0
uno, “salvo el cero”, jes decir 0" !

En el ejemplo b), la pregunta a plantear seria la misma que en a). Lo que
ocurre es que la respuesta no es tan obvia. Tengamos presente que cuando
el exponente es negativo, indica que se debe invertir la base. Por lo tanto la
ecuacién que queda es: 1

(—] = 7% De donde se puede deducir

2
entonces que x =2
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En los ejemplos c) y d) se debe tener en cuenta, ademas, otros conceptos
algebraicos. Entonces, siempre que se desee determinar el valor de una
incégnita, ésta debe ser despejada en funcidon de los otros términos que
presente la igualdad planteada. En particular, cuando se trata de ecuaciones
exponenciales, el término exponencial debe ser despejado hacia un miembro
de la igualdad.

Ademads, las ecuaciones deben considerarse como un todo, respetando los
conceptos elementales del dlgebra que en estos casos en particular, responden
a la suma algebraica. Por lo tanto, primero despejamos y luego resolvemos el
término exponencial, bajo la misma consigna de los casos anteriores.
Observemos y analicemos:

1?6'
@l e 2y=i B) [ﬂ +4 =20
57 =25 [1]22.3_4
4
x=2 [l] _1s
4
r=-2

Aun cuando las ecuaciones sean exponenciales, siempre se deben tener en
cuenta los conceptos generales del algebra.

Examinemos la siguiente ecuacion:
a)

(3] @ -

2

Como podemos ver, esta es también una ecuaciéon exponencial, sélo que
su estructura algebraica es un poco mas compleja. Para poder resolverla,
primero se deben transformar todos los términos exponenciales en términos
equivalentes a los planteados para que todos tengan la misma base entre
ellos.

Analicemos:

@727 = )")"

En el primer factor de la ecuacidn se invirtié la base, cambiandole el signo al
exponente (propiedad algebraica). A |la base 4 del otro factor lo expresamos
como potencia de 2. Lo mismo ocurrid con la base 16 del otro término de la
igualdad, que lo expresamos como potencia de 2. De esta manera, se logra
el primer objetivo que era transformar todos los términos exponenciales
expresados en una misma base. El préoximo paso es resolver estas “potencias
de potencias”, segln corresponde, aplicando otro concepto algebraico.
¢Recordamos como se resuelven las potencias de potencias? jSus exponentes
se multiplican entre si!

Observemos y analicemos:
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En el primer miembro de la igualdad, se presenta ahora, otro concepto
algebraico. Es un producto de potencias de igual base. ¢Como se resuelven
los productos de igual base? jLos exponentes se suman!

Observemos y analicemos:

(2)—x+4x _ (2)4x+8

(2)3x — (2)4x+8

Para pensar y reflexionar
Si en una igualdad las bases de los dos términos son iguales, para que la
igualdad se mantenga, ¢ COmo deben ser los exponentes entre si?

Jx=4x+3
Entonces: 3x-4x=%

—x=8

x=-8
Podemos apreciar que para resolver una ecuacién exponencial debemos
tener en cuenta muchas operaciones algebraicas. iNo lo olvidemos!
Un poco mas adelante contamos con algunas ecuaciones de estas
caracteristicas, ipara que podamos practicar!

ECUACIONES LOGARITMICAS

Antes de plantear las ecuaciones de este tipo es importante que tengamos
presente cdmo se resuelve aritméticamente el logaritmo de un numero.
Observemos y analicemos:  iz0-1

loglln =2
La base de este logaritmo es 10. Por esa razén se denominan logaritmos
decimales. Para llegar al resultado de cada una de las igualdades anteriores
debes: elevar la base del logaritmo al resultado para obtener, el argumento
del mismo.

Esdecir: v 11 = pgioet

iIn) =100 = logloo=2

Cuando la base es distinta de 10, esta debe expresarse como subindice, para
dejarla explicitada. La manera de interpretacion del logaritmo de un ndimero,
cualquiera sea su base, es la misma.

Miremos detenidamente el ejemplo y razonemos:

log, 81 =3 =(2V-=3

-4
log,[Blj]=—4 = (1] =3l
E 3

Programa de Ingreso - UCC 144



UuccC

UNIVERSIDAD
Cartorica pE CORDOBA

Existe un logaritmo muy particular que lo utilizan todas las ciencias, se
denomina logaritmo neperiano o natural y se simboliza Ln. Este logaritmo
tiene como base a un numero irracional que se simboliza “e”. Su valor
aproximado es 2,71. Pero en realidad nunca se lo expresa como cantidad si no
por su simbolo. Por ejemplo:

Podemos ver que nada cambia, es simplemente un logaritmo que tiene su
propia simbologia. Por lo tanto, se debe interpretar de igual manera que
cualquier otro logaritmo, en cualquier base.

loga (b) = A—— Resultado

Argumento del logaritmo

» Dasedel Logaritmo

Importante

Entonces, tengamos presente que la base del logaritmo elevada al
resultado del mismo es igual a su argumento. Este es el concepto
fundamental a tener en cuenta para poder resolver las ecuaciones
logaritmicas.

Para pensar y reflexionar

Si analizamos este concepto, podemos ver que el argumento de un logaritmo
“no” puede ser negativo ni igual a cero. éPor qué? Sdélo se pueden calcular
logaritmos de numeros positivos mayores a cero.

Otro aspecto a tener en cuenta es que la base de los logaritmos sélo pueden
ser positivas, mayores a cero y distintos de uno. ¢Por qué?

Para resolver los interrogantes planteados, reflexionemos sobre la definicién
de logaritmo, elaboremos un caso y prueba a ver qué ocurre cuando
busquemos la solucidn al problema.

Otros conceptos que debemos tener en cuenta cuando trabajamos con
logaritmos, cualquiera sea su base, son sus propiedades.

Propiedades de los logarifmos

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de cada
uno de los factores.

log [B.C)=log, B+log, C

El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia entre el logaritmo del
numerador menos el logaritmo del denominador.
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B
log | = |=log, B-log,
Ea [ CJ Ea Ea

El logaritmo de una potencia es igual a la potencia por el logaritmo de la
base.

log (B)" = C.log, B

Cuando en una potencia, el exponente es el logaritmo en la misma base,
entonces es igual al argumento del logaritmo.

(a)]‘:'ga_l:g:l — B

Ejemplos:

(m)loglizll —9
(e)lns _g

No interesa cudl sea la base del logaritmo, todos cumplen con estas
propiedades. Observemos que no figura una propiedad para cuando el
argumento es la raiz, ya sea de indice par o impar. Esto se debe a que las raices
pueden expresarse como potencia fraccionaria y por lo tanto se puede utilizar
la misma propiedad de la potencia.

Observemos y analicemos los siguientes ejemplos de aplicacion, de las
propiedades enunciadas.

1

1
= i 1
. IOgS[xz-?\U” )= logs[xzy SJ =log, (x)* +logy{y )3 = 2.log, x+ Elﬂga ¥

253 2
o log, {Z—] =3.log, [Z—]= 3.{10g1 [zj)—logl y} =3{2.10g1 z—log, y:|
sn ¥ el 3 B 5 3

: %.[mx—my)=§{m&ﬂ=

Observemos que las propiedades son igualdades, por lo tanto pueden
trabajarse en ambos sentidos.
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Recién ahora estamos en condiciones de plantear ecuaciones logaritmicas,
después de un breve repaso sobre conceptos y propiedades generales.
Veamos y analicemos: a) log,(i25)=x

p) log, (x)=-3
2
o log,(16)=4

Si lo miramos detenidamente y comparamos los ejemplos entre ellos,
podremos visualizar que la incdgnita x se encuentra en diferentes posiciones
en cada uno de ellos. En el caso a) la incdgnita x estda como resultado del
logaritmo. En el caso b), como argumento del logaritmo y en el caso c), como
base del logaritmo.

@ Importante
Sin embargo...para determinar su valor numérico se debe utilizar
siempre la definicion de logaritmo: la base del logaritmo elevada
a su resultado es igual al argumento.

a) log(125)=x = (5/'=125

x=3

b) logllile=—3 = [l]_ =X

X=8
c) log(le)=4 = (x) =16

xX=2

Cuando las ecuaciones son ademas expresiones algebraicas, se debe tener en
cuenta las propiedades del logaritmo, los conceptos y operaciones algebraicas
para llegar al resultado correcto.
Observemos y razonemos:
4.log, 2=1log, (x-2)

4
log, 2" =log, (x—2)

Qs o
64=x-2
r=62

Tengamos en cuenta que en ambos miembros de la igualdad el logaritmo
es de la misma base, sélo porque son de igual base, se pueden igualar sus
argumentos.

Para familiarizarnos con el logaritmo neperiano miremos otro ejemplo:
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In(x+1)=2
e =x+1
2 1=x

Podemos notar que el numero e se deja expresado, no se calcula
numéricamente, salvo casos necesarios.

Ahora que hemos trabajado con ecuaciones logaritmicas, volvamos a las
ecuaciones exponenciales que dijimos, también se pueden resolver utilizando
logaritmo y sus propiedades.

Retomamos los ejemplos anteriores.

1

a) 3"=1 by 2==2
) ) )

&y §57 g5 d) [l]‘+4=zn
4

Tengamos presente que siempre debemos trabajar con una base del logaritmo
gue sea multiplo de la base de la exponencial.

Para el ejemplo a), tomamos logaritmo en base 3, en ambos términos de
la igualdad y para el ejemplo b) tomamos logaritmo en base 2 en ambos
miembros. Recordemos que la igualdad debe mantenerse, por lo tanto toda
modificacién siempre debe hacerse en ambos términos.

Aplicando propiedad de la
potencia del logaritmo en el
primer término y resolviendo el

@) 1053(3"): log, 1

xlog;3=0 logaritmo en el segundo término,
AL nos gqueda:
x=10
Hemos aplicado propiedad
B 1 del logaritmo del cociente.
= Z Pero tamhbién se podria

haber resuelto:

1
logﬂ(z] e

log, (2'* ): log g[i]

- xlog,(2)=log,(1)-log ,(4)
—xl=c-2

x=2

Programa de Ingreso - UCC 148



ucc | UNIVERSIDAD
Cardrica DE CORDOBA

En el ejemplo c), el logaritmo éen que base debemos aplicar en ambos
miembros? La respuesta se visualiza en la solucion:

el =
Primero debemos despejar &l
término exponencial y luego
S%=alh aplicar logaritmo en ambos

miembros y resolver segun
cormesponda.

log (57 )= log ,(25)
xlog ((5)=log ,(25)
xl=2

Y para el ejemplo d), ¢qué puede ser prudente plantear?

) (l] +4=20
4

(lJ +4=10

Fl

[l] =20-4

4

1
log, (ZJ =log, [16:]

xl-1)=2

xr=-1

Yeamos y analicemos este
ejemplo y tratemos de indicar
qué operaciones se realizaron,
con lenguaje apropiado.

A continuacién tenemos algunas ecuaciones para que al resolverlas reforcemos
todos estos contenidos. jAdelante!

g Actividad
a) log ,{x+3)= -1 Rta =572

B mQ0x+5)-lm{d-x)=hh 2 R 174
£) 32 =4 Rta 04362
dy (2*F = 25 Rea : 2,155
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FUNCION EXPONENCIAL

La expresion: y = a " representa una funcién exponencial, ya que la variable
independiente es el exponente de la constante a. Por lo tanto, una funcidn
exponencial es aquella que presenta: base constante y exponente variable.
El conocimiento de estas funciones y la interpretacién de su grafica son
necesarios, debido a que muchos modelos tanto en economia como en
ingenieria, se relacionan con este tipo de funciones.

Para llegar a determinar el comportamiento (tipo de curva) que presentan
en general estas funciones, comenzamos planteando ejemplos y a partir de
adjudicarle diferentes valores a la variable independiente, se determinan
los valores que asume la variable dependiente o funcién y. De esta manera
podemos ir construyendo una tabla de valores para ambas variables y con
esos pares ordenados construir el grafico correspondiente.

Veamos detenidamente, y reflexionemos con los siguientes ejemplos.

a) y=3"

X y=3*
-5|0,00411523
41001234568

B o~ ot m = om

-3[0,03703704 .
2]0,11111111 P
~1]0,33333333 2

0 1

1 3

7 9

3 27

4 81

5 243

Podemos observar que esta funcidn es creciente. Es decir, a medida que los
valores de x, variable independiente, aumentan, la funcidon y también crece.
Esta caracteristica se cumple siempre que la base de la funcién es mayor que
uno.

Observemos el punto de corte de la curva al eje de ordenadas: ¢Qué valor
asume la variable independiente x?

A partir del grafico, se puede determinar el dominio e imagen de la funcién.
Tengamos presente los conceptos analizados en la funcién lineal.

Entonces:

El dominio de la funcién esta formado por el conjunto de los nimeros reales,
ensimbolo: D = # ;ylaimagen por el conjunto de niUmeros reales mayores
que cero, en simbolo: =%}0
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A

o 1
b} y =3 P Z
3
Recordemos que cuando el exponente es negativo, se debe invertir la base de
la funcién exponencial, debido a que no existen funciones exponenciales, con

exponentes negativos.

Veamos que esta funcién es decreciente, es decir, a medida que los valores
de x, variable independiente, aumentan; la funcidn y disminuye. Esto se debe
a que la base de la funciéon es mayor a cero y menor a uno.

Determinemos el dominio e imagen para esta funcion.

Para pensar y reflexionar

Examinemos ambos graficos, y tratemos de elaborar una conclusion, respecto
al comportamiento de la funcién exponencial, en relacién al tipo de base
en cada una, (mayor a cero y menor a uno) y (mayor a uno). Analicemos y
comparemos en ambas funciones el dominio e imagen de las mismas. ¢Cémo
son?

A la brevedad vy junto al tema que sigue, contamos con ejercitacion, jpara
afianzarnos mas en estos temas!

FUNCION LOGARITMO

La expresion: y = loga(x) representa la estructura general de una funcion
logaritmica, donde la variable independiente x es el argumento de la funcion.
Para despejar la variable x se debe recurrir a la definicién de logaritmo. Esto
es: a’ =x

Como podemos ver, la funcidon que se obtiene al despejar x es una funcion
exponencial. Por lo tanto se puede inferir que estas funciones son inversas

entre si.

Veamos y examinemos los siguientes ejemplos, teniendo en cuenta la base
del logaritmo en cada uno de ellos.

Programa de Ingreso - UCC 151



ucc UNIVERSIDAD
Cartorica pE CORDOBA

a)  y=log(x)

b 2 y

N 01 |-2,08530327

- 03 |-1.09590327

2 0,6 |-046497352

1 0,8 |-0,08530327
. ! ; 1 1]
21y 12 3 4 5 8 708 2 063092975

2 3 1

2 4 1,26185951

4 5 148487352

-5

A partir del analisis del grafico y la tabla de valores de esta funcidn, teniendo
en cuenta los conceptos correspondientes, (la base del logaritmo elevada al
resultado, es igual al argumento del logaritmo) estamos en condiciones de
determinar el dominio e imagen de esta funcion.

Para pensar y reflexionar

¢Como es el comportamiento de la funcion? ¢Es creciente o decreciente? ¢ Por
qué? (Cual es el dominio e imagen de la funcién? ¢ La funcidn presenta puntos
de corte a ambos ejes? ¢Cuadl es el punto de corte?

5 X ki
g 01 | 2.09590327
03 | 100590327
3 06 | 046497352
2 09 | 0,09590327
1 1 0
= 2 |-063092975
ST 3 -
5 4 |-126185051
-2 5 |-1464097352

Para pensar y reflexionar

Realicemos el mismo analisis que en el grafico anterior.

Comparemos cada uno de los gréaficos y saquemos conclusiones respecto de
las bases de cada uno de los logaritmos planteados y su comportamiento
grafico. ¢ Qué funcidn es creciente y cual es decreciente?

Actividad

Intentemos realizar un cuadro conceptual que resuma las caracteristicas de las
funciones exponenciales y logaritmicas (crecimiento-decrecimiento, dominio
e imagen), para cuando sus bases estan comprendidas entre cero y uno y
cuando las bases de ambos son mayores a uno.
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Hemos planteado anteriormente que la funcion logaritmo es la inversa de la
funcién exponencial y viceversa. Es decir, la funcidn exponencial es inversa de
la funcién logaritmo.

Otro concepto a tener en cuenta en funciones inversas, es que el conjunto
dominio de una de ellas, es el conjunto imagen de la otra, y viceversa. La
imagen de una funcidn coincide con el dominio de su inversa. Esto se cumple
para cualquier tipo de funciones inversas entre si. No sélo para funcién
exponencial y logaritmica.

Importante
Otra caracteristica de las funciones inversas es que sus graficos

son simétricos respecto de la funcion identidad: y = x

Veamos los siguientes graficos y elaboremos nuestras propias conclusiones:

-
-
-
ra
-
.H-""
-
-
-
-
ra
-
-
.-"/-
e
o L~

T T T T o= T z T T 1
4 3 2 4 _ i D 5 4

.r-'j '1 T

-~
-
- =
-
- -2
-
-
-
-
- -3 4
-4 4
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El concepto de simetria siempre tiene un referente. En este caso el referente
es la funciéon identidad: y = x. Cada uno de los puntos de la curva exponencial
equidista de su correspondiente en la curva logaritmica, respecto de esta
funcién identidad.

Si se desea encontrar el modelo matematico que representa a una funcidn
inversa a partir de la dada, se debe operar utilizando los conceptos
fundamentales de cada una en particular (exponencial — logaritmo).

Para pensar y reflexionar
¢Como determinar analiticamente la funcidn exponencial correspondiente a
partir de la funciéon logaritmo?

Retomando el ejemplo: y = log, (x)

Despejamos la variable independiente x, basandonos en la definicidn
correspondiente, es decir: 3” = x Esta expresion analitica es la funcién inversa
del logaritmo. Sélo por una cuestidon operativa para llevarla al gréfico, sin tener
gue hacer rotacién de ejes, se intercambian las variables entre si.

Entonces la funcién inversa es: y =3"

Importante

Para encontrar una funcidon inversa de otra siempre se debe
operar con las mismas consignas, cualquiera sea la funcidon que
se trate. Esto es:

¢ Despejarlavariableindependiente, de lafuncidon dada utilizando
los procedimientos que correspondan.

¢ Una vez despejada la variable independiente, se intercambia
esta por la variable dependiente y la expresion resultante es la
funcidn inversa correspondiente a la dada.

Sise procede a graficarambas en el mismo sistema de coordenadas cartesianas,
estas funciones son siempre simétricas respecto de la funcién identidad: y = x
Ahora bien, a partir de la funcién exponencial se quiere determinar su
funcién inversa. Entonces se procede analiticamente, siempre respetando los
conceptos correspondientes.
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Analicemos el siguiente ejemplo:

Recordemos que para despejar una

variable del exponente, el Unico

procedimiento valido, es la utilizacion

del logaritmo de la misma base.

Forpropiedades del
logaritmo.

()
log 8 (x]

¥
3

En la ultima igualdad, simplemente se intercambiaron las variables, entre si.
Ahora intentemos encontrar el modelo de la funcién exponencial dada, a partir
de esta funcién logaritmo, operando analiticamente seglin corresponda.

Por ejemplo: si en un modelo econdmico o financiero, existe una variable en
el exponente de la funcidn, la Unica herramienta que permite despejar dicha
variable es el logaritmo de su misma base.

Sow = Sy ll+i]"

Donde:

f(mj - El valor final de un capital inicial, en “m” unidades de tiempo, a

una tasa de interés “i".
f[nj - Capital inicial

i: es la tasa de interés vigente al momento de la operacién financiera
m : unidades de tiempo

Entonces, si se desea despejar de este modelo la variable “m” que figura como
exponente, la Unica herramienta algebraica que lo permite es el logaritmo.
Veamos:

?f% [t
108(14)[%] = logy g1+

log 0“{%} =m log aﬂ-)[l +i ]

Recordemos que el logaritmo de su misma base es uno. Entonces:

log -[f(”)]=m
R¥10
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El ejemplo es simplemente para ver la utilidad de este concepto en el futuro.
En general los analisis financieros y/ o econdmicos utilizan el logaritmo natural.
En el ejemplo, hemos utilizado el logaritmo de la misma base para simplificar
los calculos.

En los ejemplos analizados hasta el momento, el argumento de la funciéon
siempre es la variable independiente x. Pero ocurre que muchas veces ese
argumento puede presentarse como una expresion algebraica y entonces
para graficar esas funciones, es importante tener en cuenta el concepto de
dominio, puntos de corte a los ejes y el comportamiento que tendra la curva
de acuerdo a si la base del logaritmo es mayor a cero y menor a uno. O bien
mayor a uno.

Analicemos la siguiente funcién: y = log, (x + 1)

Como podemos apreciar, la base del logaritmo es mayor a uno, entonces se
debe tener presente que todas las funciones logaritmicas con base mayor a
uno, son crecientes. Esto nos ayuda a tomar una idea previa de cdmo debe
ser nuestra grafica.

Por otro lado, determinar el dominio de la funcién nos lleva a pensar en la
definicion correspondiente, que en este caso, para que el logaritmo exista,
entonces, el argumento del mismo, debe ser mayor a cero. Esto puede
escribirse como:

x+1 3} O

Entonces el dominio queda representado por: xy -1
EsdecirD= #® 3 (-1)

Para determinar el punto de corte al eje x, la funcién debe valer “cero”.
Entonces, el argumento del logaritmo debe serigual a uno, ya que el logaritmo
de uno es siempre cero, cualquiera sea su base. Esto es:

x+1=1

x=1-1

x=0
Por lo que el punto de corte corresponde al punto (0, 0), origen del sistema de
coordenadas cartesianas.
Teniendo en cuenta todos estos detalles, realicemos una tabla de valores y
esbocemos el grafico para esta funcion.
Ahora bien, si ademas se desea establecer y graficar su funcién inversa, se
debe tener en cuenta que una vez graficada la funcion logaritmica y teniendo
en cuenta el concepto de simetria que ellas presentan respecto a la recta vy
= x; entonces se puede esbozar el grafico de la funcidn inversa directamente
a partir de la funcidn logaritmica, jsimplemente por simetria respecto a esa
rectal

Por otro lado, se puede determinar la funcidn inversa a la dada, en forma
analitica, y a partir de alli, realizar el estudio correspondiente a: dominio,
puntos de corte, etc y esbozar su grafico. Es recomendable siempre esbozar
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ambos graficos (funcién daday suinversa) en el mismo sistema de coordenadas
cartesianas, para apreciar de esa manera su simetria, respecto a la funcién
identidad.

Para determinar la funcién inversa a partir de una funcion dada, el
procedimiento siempre persigue los mismos objetivos, independientemente
de qué funcidn se trate.

Primero, se debe despejar la variable independiente x de la funcion dada,
por los procedimientos algebraicos que correspondan. Una vez que se tiene
a la variable x despejada, por una cuestiéon de practicidad, se intercambia la
variable x por la variable dependiente y. Esto se realiza directamente, para no
hacer rotacion de ejes y graficar de acuerdo a los mismos razonamientos de
siempre.

Analicemos a partir del ejemplo planteado:

Y= logz(x+1)

2" =(x+1)
27 —1=x
2" 1=y

Esta ultima igualdad, representa en forma analitica, la funcién inversa a la
dada. Como podemos apreciar es una funcion exponencial, aln cuando su
estructura algebraica muestre dos términos. Lo que ocurre es que uno de ellos
es una constante que no modificara en forma sustancial el comportamiento
exponencial del otro término.

Entonces, a partir del modelo: y=2" -1

Actividad

Determinemos dominio, punto de corte a los ejes, etc. Utilicemos los mismos
razonamientos de siempre, fundamentados en los conceptos tedricos de cada
uno de ellos. Realicemos una tabla de valores para las variables involucradas
y grafiquemos la funcién.

Si realizamos con cuidado y detenimiento todos los pasos indicados, la grafica
de la funcién dada y su inversa, se debe corresponder a:
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/ Actividad
Analicemos ahora como determinar la inversa, a partir de la funcién

exponencial, en forma analitica. El razonamiento es el mismo. Primero se debe
despejar la variable independiente y luego intercambiar las variables entre si.

A continuacién contamos con la respuesta para que podamos comparar con
lo que realizamos:

y=2"-1

log,(y +1)=log, 2

log. (y+1)=x.log. 2
log, (y+1)=x
log,(x+1)=y

Como se puede apreciar se llega a la misma funcidn anterior, ya que ellas json
inversas entre si!

j Actividad Individual

ACTIVIDADES DE EJERCITACION Y PROBLEMAS DE LA CLASE 8

Calcular los siguientes logaritmos aplicando la definicién:

a) Log.625= Ria: 4
b) Log,l= Rig: 0
1
c) Lag.,. 6= Rig . 5
d) Log [i]— Rta . 5
% 37 o
) Log,[ - Rea: -3
e — |= g
y
f) lne= Fra: 1
1
g) In [—]: Reg:. =1
e
h) fag : Rt 4
— |= a: -
10000
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Hallar el valor de x, despejando seguln corresponda:

a)

b

Nt

C

et

Aplicar propiedades de los logaritmos seguln

[

b

=

log ;(x) = 6

log (64)=2

lo (i]=x
£ 37

) log (49) =2

v oIn (x)=-3

log  (64)=2—x
g

log , Bx-4)=1

log ,(256) =1og 1000 -1og ; ¥+1og, 64

hg[x?623]=

log ’{j(m gy di Thie

X+ 3

Il —— =
3

[mEﬂy }

log [x I"{y"j )=

Ria:

R

Fia

Fia

x="128

corresponda:

log . 3p.g’m=

log,[Ge+ y).2]* =

Indicar cual expresion es verdadera y cual es falsa:

a)

1
b) ELH (a+d)l=in Ja+ b
c) Tlegix=leg E.fo_E

d) -log,(z-x)= Lagg{
Z

log x—log y=1Lag (x—¥)

1
E[Lag 2+ Log x— Log ) = Log 32 xz7!

1
Log = =—Log 8
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Calcular el valor de x en las siguientes ecuaciones:

-2

) 7% _49 Fe: x=-1
b) - llIn36=1n x R pEl
f
¢l xlo [lj—ln 3 Fia: Jc——E
N e ' 4
d) logyx+logex=1 Fla: x=12
g) log0,001+1log, 16 =1 Rta: x=12
fi 16 S Fia x=—§
o 125_5-15,@]“ R
’ W12s ' 10
h)  log,[rx-2]=3 Rta: x=-2 n x=4
A 3
o[a71E e — | =1 Rta: =2
) (27) [2?] :

Graficar las siguientes funciones, construyendo sus respectivas tablas de

valores:
a) B
b)  y=4-%

c) y=log.(x)

§  y=log,(®)
¥

Graficar las siguientes funciones exponenciales:

a) y=2% - % e) y=(6)=
b} y=3-% +4 f) y=e=x

: gy
c) _}==[é] -2

Programa de Ingreso - UCC 160



ucc UNIVERSIDAD
Cartorica pE CORDOBA
Graficar las siguientes funciones logaritmicas:

a) p=log,ix+2)

3

b) 7= In(x)

c) yp=log (x-3)

d) p=ILn(x+35)

Dada la siguiente funcién:y= ax+b

Determinar el valor de b.

NN

¢ a €S mayor o menora uno?

¢Cuadl de los siguientes graficos corresponde a la funcion: v = a* con:
O<ax<1?

v\

Dada la funciop= (j) +c , que pasa por el punto (-1; 5). Determinar
el valor de la constante ¢ y grafique.

Encontrar la funcién exponencial cuya base es 2 y corta al eje de las
ordenadas en: -1/2.

¢Cual de las siguientes funciones exponenciales es creciente y corta al eje
de las ordenadas en: —1?
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a) y=3"-1
1 F 4

B nefi] -

i i I

¢) y=3°

d) y=3"-2

Dada la funcién: f(x)=1+log, (x) vy conociendo que f (8) = 4, indicar
cual afirmacion es cierta:

a=-2
a=2
a=Y%
a=-%

no se puede responder por falta de informacién.

Dada la funcion f(x) = loga (x),cona>1
¢Cual de las siguientes afirmaciones es falsa?

La funcién tiende al eje de las ordenadas, pero no lo corta.
La funcidn es creciente.

Su grafico corta al eje de las abscisas.

La imagen de la funciéon son todos los nUmeros reales.

El dominio de la funcidén son los reales.

Resolver los siguientes problemas de aplicacion:

Durante un periodo de hiperinflacidn, el precio de los bienes aumenta
diariamente en forma exponencial segun la siguiente funcion:

Pxy=4.(.05"
(B)=L03) siendo x = 1, 2, 3.... (Dias).
Segun éste modelo matematico:
éCuanto costara ese bien al cabo de 30 dias?

éQué dia costard $ 5,10?
¢Cuanto aumenté el precio del bien el dia 20 al dia 217?
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Cierto grupo de bacterias se reproduce y crece segun la ley: P=if &*" |
donde k es una constante y M se determina sabiendo que a t = 0 hay 8000
bacterias. Ademas se sabe que at =5 el nUmero de bacterias es 12000. ¢ Cual
es el nimero de ellas a un tiempo t = 15? (“t” son dias).

Graficar las siguientes funciones y su inversa, en el mismo sistema de

coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta: dominio de existencia, el 6 los
puntos de corte a los ejes, el concepto de funcion creciente y decreciente:

a) y=Ilog (x-3)
b)) y=g"

c) y=log,(z-1)
d =1l [x—lj
)} y= E

f) y=log,(x+4)

g y=g"+2

Indicar a qué tipo de funcién corresponde los siguientes graficos:

al b

cl %7
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Identificar las funciones (en forma genérica) que estan representadas en
el siguiente gréfico:

1?

y=log,(z)

Dada la funcidén )

a su funcidn inversa:

, cual de las siguientes funciones representa

a) y=3°

d) y=logz(x)

La funcién inversa de y= (3 es:

a) y=logs(x)

b) y=log,(x+1)
E

c) y=log,(z-1)
5

d) y=logs(x+1)

g) Ninguna de las anteriores.
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Palabras de cierre
Estimados estudiantes, ferminamos un arduo
trabajo después de estos ocho encuentros. Fue
realmente un placer haber compartido estos
mMomentfos con fodos ustedes. Esperamos haber
logrado los objefivos y que sea un excelente

examen final.

Queremos verlos pronto caminando por el
campus de la Universidad, sonrientes, confentos vy

disfrutando de esta nueva eftapa en sus vidas.

La vida universitaria es muy linda y una efapa que
debe disfrutarse a pleno. Confiamos ampliamente
en ustedes y sus capacidades para hacer frenfe a
todo lo nuevo que se les presentara.
iMucha suertfe y adelanfel!

Nos vemos pronto si Dios quiere.
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CLASE 1

Conjuntos Numéricos — Los nimeros reales.
Operaciones aritméticas basicas.

Suma, resta, producto y cociente.

Potencia y radicacion.

Simbolos de comparacion.

Maximo comun divisor y minimo comun multiplo.
Actividades individuales de ejercitacién y problemas.
Palabras de cierre.

CLASE 2

Expresiones algebraicas — Conceptos generales.
Monomios, binomios, trinomios, polinomios.
Suma algebraica.

Producto entre expresiones algebraicas.
Cociente entre expresiones algebraicas.

Regla de Ruffini.

Teorema del Resto.

Concepto de divisibilidad.

Actividades individuales de ejercitacion y problemas.
Palabras de cierre.

CLASE 3

Factorizacidn de expresiones algebraicas.
Factor comun.

Factor comun por grupos.

Trinomio cuadrado perfecto.
Cuatrinomio cubo perfecto.

Ecuacion de segundo grado.

CLASE 4

Divisibilidad.

Suma y resta de binomios de potencia impar.
Suma y diferencia de binomios de potencia par.
Racionalizacién.

Actividades.
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CLASE 5

Ecuaciones.

Ecuacion de primer grado.

Funcidn lineal.

Reconstruccion de una funcién lineal.

Paralelismo y perpendicularidad.

Actividades individuales de ejercitacién y problemas.
Palabras de cierre.

CLASE 6

Sistema de ecuaciones lineales.

Definicidn y solucion.

Método grafico.

Métodos analiticos: determinantes, igualacion, sustitucién y reduccion.
Un problema de de sistema de ecuaciones lineales.

Actividades individuales de ejercitacién y problemas.

Palabras de cierre.

CLASE 7

Definicidn y resolucidn de la ecuacion de segundo grado.

Ejemplos de distintas formas de solucién.

Propiedades de las raices de la ecuacién de segundo grado.
Expresion factorizada de la ecuacion de segundo grado.

Funcioén de segundo grado.

Casos particulares de la funcién de segundo grado.

Reconstruccion de la funcidn de segundo grado a partir del gréfico.
Actividades individuales de ejercitacién y problemas.

Palabras de cierre.

CLASE 8

Ecuaciones exponenciales.

Ecuaciones logaritmicas.

Propiedades de los logaritmos.

Funcién exponencial.

Funcién logaritmo.

Actividades individuales de ejercitacién y problemas.
Palabras de cierre.
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